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Uvod

Uvodn{ kurzy statistiky vybavi studenta rozmanitymi néstroji k popisu dat a k testovani
platnosti nulovych hypotéz. Ukazatele polohy, variability a dalsich charakteristik, kore-
la¢ni koeficienty, parametrické i neparametrické bivariatni testy jsou dobrymi pomocniky
v nespoctu situaci. Pfi navrhovani pokrocilejsich experimentti, rozsahlych dotaznikovych
Setfeni a dalsich sofistikovanych designii vsak ¢asto pocitime nedostatky vyse uvedenych
postupi. Chovani proménnych popisuji izolované a statistické vztahy dokazou zachytit
pouze na urovni dvojic proménnych.

Ukolem téchto skript je predstavit studentfim pokrocilejsi cestu, jak optikou kvantita-
tivniho vyzkumu popsat zkoumané fenomény véetné jejich kontextu a spletitych vztahi
mezi skupinami proménnych. Studenti budou uvedeni do svéta statistického modelovani
na prikladu linearnich regresnich modeli.

Rzné druhy regresnich modeli jsou ustfednim néstrojem vyzkumu v psychologii
i témér vsech dalsich empirickych védach. Bez znalosti linearni regrese lze jen obtizné
publikovat vysledek vyzkumu a zejména u studenti planujicich postgradualni ptisobeni
na akademické pudé by méla byt dobra znalost tématu samoziejmosti.

Tato skripta navazuji na latku probiranou v zakladnich kurzech statistiky. Pro dobré
porozumeéni by tedy c¢tenar mél byt seznamen s pojmy, jako je rozdéleni pravdépodob-
nosti, stredni hodnota, rozptyl, statistické odhady, testy hypotéz a p-hodnoty. Na druhou
stranu bylo cilem autora téchto skript ucinit pomérné komplikovanou latku ptistupnou
i tém studenttim, ktefi zminované pojmy nékdy slyseli, ale jejichz hlubokou znalost si
nikdy neosvojili nebo ji uz davno ztratili. V disledku této snahy musel autor ¢asto volit
mezi matematickou presnosti a srozumitelnosti. V pripadé, ze vas téma statistického mo-
delovani zaujme, porovnejte ziskané znalosti s dalsimi, pokrocilejsimi texty, které mnohé
zjednoduseni a nepresnosti doplni a zkoriguji.

V nasledujicich kapitolach budeme nejriznéjsi postupy demonstrovat na nékolika da-

tovych souborech. Vétsinu z nich si mizete stdhnout v souboru pro MS Excel na adrese
dostal.vyzkum-psychologie.cz/soubory/data_ linearni modely.xlsx

Podékovani patii mému uciteli a kamaradovi Ondreji Vencélkovi za to, Ze si ucebni text
precetl a tam, kde se ma tvrzeni odchylovala od matematické teorie obzvlasté hanebnym

zpusobem, zakrocil a primél mé dané pasaze prepsat.

autor


https://dostal.vyzkum-psychologie.cz/soubory/data_linearni_modely.xlsx

1 Statisticky model

Vsechny modely jsou spatneé,
1

néekteré jsou vsak uZitecné.

Slavny vyrok George Boxe, vyznamného britského statistika a, mimochodem, zeté Ro-
nalda Fishera, dobte ilustruje podstatu toho, co si pod slovem model predstavit. K ¢emu
vlastné modely jsou, kdyz zadny z nich neni spravny? A co vlastné slovem model ozna-
cujeme?

Realita je nekonecné slozitd. Je tak slozita, ze se nam nikdy doopravdy nepodari
proniknout do nejhlubsich zakonitosti jejitho fungovani. Pravda o tom, jaké zakonitosti
vladnou prirodé, véetné lidského chovani a prozivani, zistane navzdy lidskému poznani
utajena.

Pokud realitu nedokazeme nikdy celou pochopit, jak je mozné, ze fada véci, které po-
chézi z dilny ¢lovéka, jednoduse funguje? Jak to, ze miizeme letét na dovolenou letadlem,
kdyz se nikomu nepodaftilo zjistit, presné jakymi pravidly se Tidi proudéni vzduchu v tur-
biné motoru letadla? Jak to, Ze nas dokéaze sikovny terapeut zbavit fobie z vytahii, kdyz
nema ponéti, co presné se v mozku déje a co fobii zptisobilo?

Abychom mohli realitu ovliviiovat a védecké poznatky néjak prevadét do praxe, nepo-
tfebujeme znat celou pravdu se vSemi detaily. To, co nam staci, je Sikovné zjednodusSeni
reality, které méné podstatné body vynechd, zaroven vsak ztstane dostatecné presné, aby
svym chovanim realitu pripominalo. Striktné vzato je toto zjednoduseni $patné, protoze
neodpovida skutecnosti. Na druhou stranu toto zjednoduseni muze byt nesmirné uzitecné.

Toto zjednoduseni skutecnosti budeme od tohoto okamziku oznacovat slovem model.

V zakladnim kurzu statistiky jsme se naucili jeden trik, jak realitu zjednodusSovat.
Prestoze predpokladame, ze svét se Tidi kauzalnimi pravidly a je prisné deterministicky,
casto se ndm vyplati fadu vlivi ignorovat a prohlasit, ze svou roli zde hraje ndhoda. Jevy,
které oznacujeme jako ndhodné, jsme se naucili popisovat pomoci nahodnych veli¢in.
Pokud se k tomuto pristupu priklonime pti tvorbé naseho modelu, budeme jej oznacovat
jako statisticky model.

Statistické modely maji fadu vyhod. Zejména tu, zZe je velmi dobfe umime srovnavat
se svétem kolem nds. Kdykoli muzeme provést pozorovani (méfeni) popisovaného jevu
v realité a to, co vidime, srovnat s tim, co bychom méli vidét dle naseho modelu. Miizeme
tak snadno zjistit, do jaké miry se nas model s realitou shoduje, nebo ji naopak odporuje.

To vsak neni vSechno. Statisticky model mtizeme pouzit k hledani odpovédi na otazky.
Do naseho modelu muzeme zakomponovat néjaké (volné) parametry. Jelikoz je statis-

ticky model popsan matematickymi rovnicemi, je timto parametrem cislo. Neni to ovSem

1 All models are wrong but some are useful.



Obrazek 1: Jednoduchy statisticky model

néjaké konkrétni ¢islo, ale neznama hodnota, jejiz velikost odhadneme az na zédkladé nasich

pozorovani.

Konkrétni statisticky model, ktery ma volné parametry, ilustrujme nasledujicim pii-
kladem. Chceme prozkoumat, jestli urcity pamétovy trénink ma vliv na vykon v testu
paméti. Oslovili jsme proto skupinu dobrovolnikl, ndhodné je rozlosovali do dvou sku-
pin, experimentalni a kontrolni. Experimentalni skupinu jsme poté vystavili pamétovému
tréninku, s kontrolni skupinou jsme si misto trénovani jen povidali. Nakonec jsme obé
skupiny otestovali testem paméti.

N&s model by mohl vypadat takto: Vykon ¢lenti experimentalni skupiny v pamétovém
testu popisme ndhodnou veli¢inou A. Reknéme, Ze tato ndhodné veli¢ina ma norméalni

rozdéleni. Vykon kontrolni skupiny popisme nahodou veli¢inou B. Reknéme, Ze i tato
nahodna veli¢ina ma normalni rozdéleni, a navic predpokladejme, Ze ma stejny rozptyl
jako ndhodna veli¢ina A. Stfedni hodnoty ndhodnych veli¢in A a B se od sebe lisi o néjakou
hodnotu, fikejme ji tfeba 3. Tento rozdil £ je volnym parametrem modelu. Pokud je § > 0,
pak lidé vystaveni pamétovému tréninku skutecné skéruji vys nez lidé, ktefi mu vystaveni
nebyli. Pokud se 8 rovna nule nebo je mensi nez nula, pak toto neplati. Nas model je
znazornén na obrazku 1.

Vsimnéte si, ze jde skuteéné jen o model, ktery se pochopitelné lisi od reality. Nahoda
prece neexistuje, ale my tu mluvime o nadhodnych veli¢indch. Tvrdime, zZe A i B mé
normalni rozdéleni, coz nejspis neni tak docela pravda, i kdybychom pripustili existenci
néjakych nahodnych veli¢in. Tvrdime, Ze obé maji presné stejny rozptyl, coz neni pravda
skoro zarucené. Zjevné tento model je Spatné, zkratka proto, Ze to je jen model. Na druhou
stranu muzeme cekat, ze v dané situaci je tento model velmi uzitecny.

Ve chvili, kdy uc¢inime né&jaka pozorovani realizaci ndhodné veli¢ciny A a B, mtzeme
zacit odhadovat velikost parametru 5. Dokonce, jelikoz jde o statisticky model, mizeme
testovat platnost hypotéz o velikosti parametru f3.

S popisovanym modelem jsme se uz mnohokrat sekali, jen jsme si nejspis neuvédomili,
ze jde o statisticky model. Vytvareli jsme jej pokazdé, kdyz jsme provadéli t-test pro dva

nezavislé vybeéry.



1.1 Linearni statistické modely

Statistickych modelt existuje nespocet a dalsi bychom mohli na pockani vymyslet tak,
abychom popsali jakoukoli situaci. Z této pestré plejady si vybereme jen pomérné tzkou
skupinu modeli, kterym budeme fikat linearni modely. Ba co vic, z linearnich modelt si
vybereme opét jen malou podmnozinu modelt, které si jsou podobné svou strukturou.
Budeme se zabyvat jen takovymi modely, které popisuji chovani jedné zavislé nahodné
veli¢iny Y, u které predpokladame, ze je ovliviiovana jednim az nékolika faktory X, X,
..., Xg. Slovo linedrni znadi to, ze budeme predpokladat, ze hodnota, které ndhodna ve-
licina Y dosahuje, odpovida néjaké linearni kombinaci faktort Xi, X, ..., X;. Kdyz
matematik pouzije termin linearni kombinace, mysli tim prosty soucet, kdy vsak jednot-
livim sc¢itanctim dava rtzné vahy. My budeme tyto vahy znacit By, 8o, ..., Br. Kazdy

z modeld, o nichZ se budeme na nésledujicich strankich bavit, bude mit tvar?:

Y =60+ 51 Xi 4+ BoXo + .. 4 B Xy

V nésledujicim textu budeme zavisle proménnou znacit vzdy pismenem Y a budeme
o ni referovat jako o zavisle proménné, pripadné vysvétlované nebo predikované proménné.
Nezavisle proménné X; az X, budeme oznacovat slovem faktor, regresor, pripadné
prediktor.

Tim, ze pozadujeme, aby nas model mél vzdy pravé tuto strukturu, jsme vyrazné
omezili své moznosti. Na druhou stranu, vétsina vyzkumnych problémi, se kterymi se
setkdvame v diplomovych i disertacnich pracich studenti psychologie (a koneckoncti i ve
vétsiné védeckych ¢lanki), se do této struktury bez potizi vejde. Je obvyklé, ze zkoumame
néjakou velicinu Y a klademe si otazku, jak je ovliviiovana néjakymi faktory. Pokud
naptiklad piSeme praci s titulem Poruchy spanku v déti predskolniho véku a rozhodneme se
vyuzit takovyto linedrni model, da se oc¢ekavat, ze zavisle proménnou bude prave kvalita
spanku (operacializovand napiiklad jako skér néjakého dotazniku, ktery ji méri). Mezi
proménné X bychom pak zaradili tfeba pocet minut, které dité vecer stravi pred televizi
nebo hranim pocitacovych her, jeho pohlavi, vék, stejné tak jako informaci o tom, jestli

dité bylo zatazeno do skupiny, ktera pred usnutim provadi néjakou relaxaci.

2 Uvedeny vztah v mnoha modifikacich uvidime na strankach téchto skript nesc¢etnékrat. Pokrocilejsi
¢tendr by proto mél byt upozornén na to, ze takovyto zapis neni zcela spravny, a dali jsme mu prednost,
abychom text ucinili srozumitelnéjsim. Ve skutec¢nosti dany vztah plati pouze ,,v praméru“, na levé strané
rovnice by proto méla byt stfedni hodnota ndhodné veli¢iny Y, tedy E(Y), nebo bychom méli misto
znaménka rovné se pouzit symbol oznacujici pouze pribliznou rovnost.



To, 7Ze je model linedrni, nemusi byt nékdy na prvni pohled patrné. Napriklad o modelu

Y = 6() + 51\/ leg + 62 (;3 + 3> + 63 Sin(27TZ4)

bychom asi na prvni pohled nerekli, ze patii do rodiny linedrnich modelt. Ve skutec¢nosti
si vsak miZzeme predstavit, ze X; = /212, Xy = Zis + 3 a X3 = sin(2nZ,), a opét se
dostaneme do tvaru Y = By + 51X1 + foXs + [53X3.

Naopak napriklad model

efotB1 X1+ + Bk Xi

Y= 1+ ePotBiXit. 48Xk

za linedrni povazovat nemtzeme, jelikoz ani pii nejlepsi vili jej do podoby linearni kom-

binace néjakych regresort prevést nedokazeme.



2 Parametry modelu a jejich odhad

Vyse jsme zminili, Ze modely obsahuji néjaké parametry, jejichz velikost nezname. Na
prikladu modelu v literature nazyvaném jednoducha regrese si priblizme, jakou tyto
parametry maji roli a jak jejich velikost odhadujeme. Jednoduchéa regrese je model, ktery
ma vedle jedné zavisle proménné Y jen jediny regresor X. Mohli bychom jej tedy popsat
nasledujici rovnici:

Y =08 + 6 - X

Pro lepsi predstavu si vezméme konkrétni priklad. Zkusime tieba popsat, kolik bodi
v zdpoctovém testu z kognitivni psychologie student ziské (veli¢ina Y') v zdvislosti na tom,

kolik hodin se na néj pripravoval (X). Tedy:

(pocet bodia) = By + 1 - (pocet hodin pripravy)
Abychom zjistili, cemu se rovnaji vahy [y a (31, musime se zeptat alespon dvou stu-

dent1i, jak dlouho se ucili a jak dopadli. Zeptali jsme se Agaty, kterda dostala z testu 42
bodu a ucila se 16 hodin, a Otokara, ktery dostal 30 bodt a ucil se 10 hodin.

Agéta: 42 = 50 + 51 - 16
Otokar: 30 = By + B - 10

Ziskana data odpovidaji tomu, co nam fika zdravy rozum — Otokar, ktery vénoval
pripravé o Sest hodin méné nez Agata, skutecné ziskal méné bodtu. Vaha S, tedy zfejmé
bude kladné ¢islo, které rika, kolik bodi ndm v praméru prinese kazda hodina uceni.
Problém lze vyfesit jako soustavu rovnic o dvou nezndmych (fy a 51). Snadno zjistime,

ze nalezena hodnota f; je 2 a By 10. Tedy
Agata: 42 =10 + 2 - 16
Otokar: 30 =10+ 2 - 10

N&s malicky vyzkum muzeme uzaviit tvrzenim, ze kazda hodina pripravy na zapoctovy
test z kognitivni psychologie vede k zisku dvou bodt. Taky intuitivné chapeme roli koefi-
cientu f3y. Model tvrdi, ze pokud bychom se na ué¢ivo ani nepodivali (X = 0), tak ziskame
10 bodu (B = 10).

Kdybychom provadéli skuteény vyzkum, asi bychom se nespolehli na data pouze od
dvou respondenti. Zkusme do naseho souboru proto zaradit jesté Ursulu, kterd testu
velkou pozornost nevénovala, ucila se jen dvé hodiny, ale nejspis se ji podarilo ¢ast vysledki

opsat od Agaty, nebo je mimoradné talentovand, tézko rict. Podarilo se ji ziskat 24 bodu.

Ursula: 24 = Po + b1 - 2

10



Zjistime tak neptijemnou véc — nas model zde selhava.

Ursula: 24 £ 10 + 2 - 2

Ba co vic, neexistuji takové hodnoty [y a (1, které by vyhovovaly vSsem tfem ucastni-
kiim naseho vyzkumu. Resenim je rozsifeni naseho ptivodniho modelu o jesté jeden ¢len,
ktery nazyvidme reziduum a znacime e (epsilon)®. MtZeme si ho predstavit jako velikost
chyby, které se model u daného jedince dopousti. Rovnice popisujici nas model rozsirend

o reziduum by tedy meéla podobu:

Y =06y + 51 - X + €

Pokud budeme trvat na tom, ze Sy = 10 a $; = 2, pak by rezidua jednotlivych
pozorovani nabyvala téchto hodnot:

Agata: 42 =10 +2 - 16 + O
Otokar: 30=10+2 - 10+ O
Ursula: 24 =10 + 2 - 2 4+ 10

Toto zjevné neni moc férové feseni. Nas model sice dokonale odpovida vysledkiim
Agaty a Otokara, kde je chyba (reziduum) nulovd, ale v pripadé Ursuly se myli o deset
bodi. Mohli bychom si pochopitelné zvolit jinou dvojici ¢isel 5y a i, a ziskat tak jinou
sadu rezidui. Néktera feseni budou lepsi a jinad horsi. Za nejlepsi feseni povazujeme takové,
které produkuje rezidua co nejtésnéji se blizici svymi hodnotami k nule.

Abychom mohli jednotliva feseni srovnavat, musime vytvorit ukazatel (takzvané mini-
maliza¢ni kritérium), jenz ziskanou sadu rezidui prevede do podoby jediného c¢isla, které
bude odréazet, jak je nase feseni dobré. Ukazuje se, Ze nejvyhodnéjsim minimalizacnim
kritériem neni prosty soucet rezidui (respektive jejich absolutnich hodnot), ale soucet je-
jich druhych mocnin. Tomuto kritériu budeme ifkat rezidualni soucet &tverca (RSC)

a predpis pro jeho vypocet ma tuto podobu:

Pismeno n oznacuje rozsah souboru pozorovani. V nasem pripadé by n bylo rovné trojce

a RSC je rovno &slu 100 (jelikoz 02 + 02 4 10% = 100).

3 Upozornéme ¢tenafe na drobnou terminologickou nepfesnost — v tomto textu nebudeme rozligovat
mezi nahodnou slozkou a reziduem, byt jde o dva pribuzné, ne vsak identické koncepty.

11



2.1 Metoda nejmensich ¢tvercu

Hledani takovych hodnot parametrti, které minimalizuji RSC metodou pokus omyl, by
bylo zdlouhavé a pravdépodobné bychom presny vysledek nikdy neziskali. Vypocet lze
nicméné provést s pomoci takzvané metody nejmensich ¢tvercti. Metoda nejmensich
¢tverci je proslula svou eleganci a vSestrannym vyuzitim a jiz v roce 1795 ji pouzival
pri svych vypoctech Carl Friedrich Gauss. Pro jeji vypocet potfebujeme znat zakladni
postupy pocitani s maticemi a vektory. Pfedpis pro odhad parametri s pomoci metody

nejmensich ¢tverct se skryva v této strucné formuli:
B =(X'X)'X'Y

kde B je vektor odhadt parametrii modelu, X je designova matice, ktera obsahuje jeden

sloupec jednicek a v dalsich sloupcich hodnoty regresorii, Y je vektor hodnot zavisle

1

proménné. Operatory ' a ~' znaci transpozici a inverzi. V nasem prikladu by jednotlivé

prvky rovnice mély tyto hodnoty:

P 49 116
g:<})> Y = | 30 X=1110
&t 24 1 2

Vsimnéme si, ze misto [y a 51 piseme Bo a 51- Symbol strisky budeme pouzivat
kdykoli, kdyz budeme chtit vyjadrit, ze jde o odhad, nikoli o presnou hodnotu.
Kdybychom nas vypocet opakovali na jinych trojicich studentii, nez je Otokar, Agata
a Ursula, dojdeme k riznym odhadtm ,@, které se budou pohybovat kolem skutecnych

nam neznamych hodnot 8. Odhady B jsou ndhodnymi veli¢inami (statistikami), ba co vic,
jsou nejlepsimi nestrannymi odhady parametrii B, které s rostoucim poctem pozorovani
ziskavaji ¢im dal tim vyssi presnost.

V nasem ptipadé po dosazeni do rovnice metody nejmensich ¢tverci ziskdme hodnoty

30 =20.27 a Bl = 1.26.* Po dosazeni najdeme tyto hodnoty rezidu:

Agata: 42 = 20.27 + 1.26 - 16 + 1.62
Otokar: 30 = 20.27 + 1.26 - 10 — 2.84
UrSula: 24 = 20.27 + 1.26 - 2 + 1.22

Rezidudlni{ soucet ¢tverci ted vychdzi 12.16 (1.622 + (—2.84)% + 1.222) a dle ocekavani

oproti ptivodni hodnoté 100 znacné poklesl. Jak vyplyva z tvrzeni vyse, neexistuji zadné

hodnoty Bo a 51, které by v tomto pripadé vedly k RSC mensimu nez 12.16.

4Dodejme, Ze v tomto textu znaéime stejnym symbolem 3 nahodnou veli¢inu (estimétor) a hodnotu
jejl realizace (estimdt). Jestli jde o ¢islo, nebo statistiku, ¢tenaf dle kontextu snadno rozezna.
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2.2 Nestandardizované regresni koeficienty

Parametry g, 81 az [, oznacujeme jako nestandardizované regresni koeficienty, pripadné
jako regresni vahy. Pro pochopeni vysledkl linearniho modelu je klicové dobte rozumét
jejich vyznamu.

Kazdy z parametru /31 az By patii jednomu regresoru (X; az Xj). Hodnota nestandar-
dizovaného regresniho koeficientu 7iké, o kolik se v primeéru zméni velikost zavisle

proménné Y, kdyz hodnota prislusného regresoru vzroste o jednicku (zatimco

ostatni regresory zustanou beze zmény). V nasem piikladu jsme dosli k vysledku, ze B =
1.26, coz miizeme prelozit do srozumitelnéjsi podoby jako tvrzeni: za kaZdou hodinu priprav
ziskd student v primeru priblizné o jeden a ctvrt bodu vic. Pokud bychom u néjakého
regresoru nalezli vahu rovnou nule, znamenalo by to, ze bez ohledu na zménu hodnoty
daného regresoru se prumérna hodnota zavisle proménné neméni (tzn. dany regresor nema
zadny vliv).

Parametr 3y na rozdil od ostatnich jmenovanych k Zadnému regresoru nepatii (respek-
tive patii k onomu zdhadnému sloupecku jednicek v designové matici). Tento parametr
oznacujeme jako absolutni ¢len, pocatek, ¢i (z angli¢tiny) intercept. Absolutni ¢len

rika, jaké hodnoty bude v priméru dosahovat zavisle proménna Y, pokud

vSechny regresory budou rovny nule. Tedy v nasem prikladu, kde Bo = 20.27, by to
znamenalo, ze zcela nenauceny student, ktery vénoval pripravé nula hodin, dostane z testu
v prumeéru néco pres 20 bodt.

Pochopeni regresnich koeficienth ndm umoznuje najit odpovéd na otazky, jako kolik
bodi pravdepodobné dostaneme, pokud jsme si na pripravu nechali jen moc pred zdpoc-
tem, reknéme 6 hodin od deseti do ctyr rano. Odpovéd by byla 28 bodu. Presnéji feceno
20.27 + 1.26 -6 = 27.81 bodt. To zni pomérné optimisticky, pokud je hranice ke splnéni
zapoctu treba 25 bodti a my mame v nas model davéru, coz, jak zjistime dale, v tomto
pripadé neni zrovna na misté. Uceni proto vénujte radéji o néco vic ¢asu nez posledni noc

pred testem.

2.3 Standardizované regresni koeficienty

Za urcitych okolnosti nemusi samotné nestandardizované regresni koeficienty ¢tenari po-
skytnout srozumitelnou informaci. Predstavte si naptiklad, ze v rdmci marketingového
vyzkumu mapujete, jak jsou uzivatelé spokojeni s kvalitou poskytovaného pripojeni k in-
ternetu. Od kazdého uzivatele mate k dispozici idaj o tom, jak je se sluzbou spokojen —
¢islo mezi jednickou (extrémné nespokojen) a desitkou (extrémné spokojen), déle jakou
castku mesicné za sluzbu plati, ke kolika vypadkim pripojeni del$im nez 5 minut kazdy

mesic dojde a nakonec jaka je rychlost pripojeni. Regresor rychlost pripojeni byl navic
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preveden na skalu dekadického logaritmu (tedy 1 Kbps byl kddovén jako 0, 10 Kbps jako 1,
100 Kbps jako 2 atd.). Nalezené nestandardizované regresni koeficienty muzou vypadat
treba takto:

Regresor B

Absolutni ¢len 3.950
Cena (K¢/mésic) —0.002
Vypadky (pocet za mésic) —0.140
Rychlost (logig Kpbs) 0.862

Asi ani pri nejlepsi vili bychom z dané tabulky nedokazali vycist, co zakaznikovu
spokojenost ovlivni vyrazné a co témér vibec. Dokazeme sice udélat zavéry jako ,za
kaZdou zaplacenou korunu meésicné se spokojenost snizi o 0.002 bodu“ a nebo s kaZdou
poruchou spokojenost zikaznika klesd o 0.14 bodu“, ale jiz nemuzeme Tict, jestli je to
mnoho nebo malo. Nehledé na to, zZe interpretace vahy 0.862 regresoru rychlost pripojeni
se bude do slov prevadét pomérné tézko.

A pravé v takovych situacich pouzivame takzvané standardizované regresni koefici-
enty. Standardizované regresni koeficienty ziskame presné stejnym postupem jako koefici-
enty nestandardizované, az na jeden rozdil: pred provedenim vypoctu zavisle proménnou
i kazdy regresor prevedeme do podoby z-skéru. Prevodem na z-skor se rozumi to, ze od
kazdé hodnoty daného sloupce datové matice odecteme jeji aritmeticky priumér a kaz-
dou hodnotu pak vydélime vybérovou smérodatnou odchylkou daného sloupce. Pokud by
tedy primérna spokojenost zdkaznika byla 5.5 a vybérova smérodatna odchylka spoko-
jenosti 2.5, pak, pokud nékdo odpovédél, Ze jeho spokojenost je 4, hodnota z-skéru jeho
spokojenosti bude odpovidat ¢islu —0.6 (jelikoz (4 — 5.5)/2.5 = —0.6).

Prevod na z-skér ma pro nés ten benefit, ze vSechny proménné ziskaji stejné meé-
ritko. Je tedy jedno, jestli jsme napriklad cenu mérili v korunach, ¢i stokorunéch, vzdy
dojdeme ke stejnému vysledku. Jednotkou vSech regresorti se stane jedna smérodatna od-
chylka. Standardizovany regresni koeficient rika, o kolik smérodatnych odchylek
v prauméru vzroste hodnota zavisle proménné Y, pokud hodnota prislusného
regresoru vzroste o jednu smérodatnou odchylku. Standardizované regresni koefi-
cienty budeme v tomto textu oznacovat symbolem [*.

Standardizované koeficienty mutzeme taky z nestandardizovanych vypocitat tak, ze
vahu  vynasobime smérodatnou odchylkou prislusného regresoru a vydélime smérodat-

nou odchylkou zavisle proménné. Tedy

A*io-iX/\
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Nésledujici tabulka obsahuje vysledky naseho modelu obohacené o standardizované

regresni koeficienty:

Regresor B ﬁ*
Absolutni ¢len 3.950

Cena (K¢/mésic) —0.002 —0.172
Vypadky (pocet za mésic) —0.140 —0.463
Rychlost (logig Kpbs) 0.862 0.351

Standardizované regresni koeficienty lze pouzit ke srovnani velikosti efektu jednotli-
vych regresorti, a to dokonce i napri¢ riznymi modely. Zde muzeme Tict, zZe nejvétsi vliv
na spokojenost zakaznika mé pocet vypadki pripojeni a nejmensi roli hraje cena sluzby.
Mohli bychom téz prohlasit napiiklad, ze pokud pocet vypadki pripojeni stoupne o jednu
smeérodatnou odchylku, spokojenost zdkaznika v prumeéru klesne o bezmdla pul smérodatné
odchylky.

Vsimnéme si, ze udaj o standardizovaném regresnim koeficientu u absolutniho ¢lenu
v tabulce schazi a vynechané misto zfejmé uvidime i u vystupu z libovolného statistického
programu. Je to dusledek faktu, ze §; se vzdy rovna 0. Tedy, pokud jsme pozorovali
priumérné hodnoty vsech regresort (tzn. z-skéry vsech regresoru rovné 0), pak ocekévame,
ze hodnota zavisle proménné prevedené na z-skor bude taky prumérna (tedy 0).

Jelikoz standardizované regresni koeficienty témér vzdy vychdzi v rozmezi [—1; 1], 1ze
interpretovat podobnym zptsobem jako Pearsoniiv korelac¢ni koeficient. Dokonce v pii-
padé, ze dany regresor je dokonale nekorelovany se vsemi ostatnimi regresory modelu,
pak standardizovany regresni koeficient presné odpovida hodnoté Pearsonova korela¢niho
koeficientu. Pokud bychom mluvili o jednoduché regresi, pak B;‘ = rxy vzdy, jelikoz
jediny regresor modelu pochopitelné s zadnym jinym regresorem nekoreluje.

Standardizované regresni koeficienty jsou v psychologii pomérné oblibené, nicméné
existuji obory, kde se tento druh ukazatele prakticky nepouziva. S tim jsou spojena taky
riznd oznaceni regresnich koeficienti — zatimco texty z dilny statistikii znaci nestandardi-
zované a standardizované koeficienty (stejné jako tato skripta) g a 8*, v psychologickych

textech nejcastéji uvidime oznaceni b a 3. Prehledné:

Regresni koeficient Ve statistice 'V psychologii

Nestandardizovany 15} b
Standardizovany B* g
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Dodejme, ze standardizované regresni koeficienty nejsou uzitecné vzdy. Pokud se bu-
deme rozhodovat, kterou sadu koeficientti prezentovat, pak plati jednoduché pravidlo:
prezentujte ty koeficienty, které u daného modelu pomizou ¢tenafi porozumét vysledku.
Pokud tuto roli v daném pripadé plni oba typy koeficientt1, pak je zfejmé nejlepsi rozhod-

nuti prezentovat obé sady.

2.4 Graficka reprezentace jednoduché regrese

Vyhodou jednoduché regrese je to, ze ji muzeme znazornit graficky. Zobrazime-li si nameé-
rené hodnoty formou bodového grafu, kde osy = a y odpovidaji ndhodnym veli¢inam X
a Y, muzeme nalezeny model zobrazit v podobé regresni primky. Prohlédnéte si obrazek 2.
Jde o grafické zobrazeni vysledkt testu Agaty, Otokara a Ursuly a jejich dalsich péti
spoluzakti. Odhad parametru Sy je roven 22.00 a odhad parametru ; 1.46.

Vyplnéné body znazornuji pozorované hodnoty zavislé a nezavislé ndhodné veli¢iny.
Prazdné body oznacuji oc¢ekavané hodnoty veliciny Y dle naseho modelu (zna¢me SA/)
Oznacujeme je taky jako vyrovnané hodnoty sledované proménné. Ocekavané hodnoty
lezi na regresni primce, ktera je definovana predpisem naseho modelu, tedy V= Bo + BlX .
Rozdily mezi namérenymi a ocekdavanymi hodnotami zavisle proménné jsou nam jiz zndma
rezidua (v grafu znaceny jako cervené tisecky). Cervené plochy pak oznacuji druhé mocniny

rezidui. Soucet ¢ervenych ploch je tedy RSé, o jehoz minimalizaci usilujeme.

Vsimnéte si také umisténi §y — oznacuje misto, kde regresni primka protina osu y.
Parametr ($; udava sklon regresni primky. V pripadé, Ze je kladny, bude primka rist,
pokud je zaporny, bude klesat. Kdyby proménna Y byla nezavisla na X, pak bude regresni
pfimka vodorovnd?®.

Pro rezidua linearnich modeltu plati vlastnost, se kterou jsme se jiz setkali u aritme-
tického pruméru. Soucet vsech rezidui se rovna nule. Tedy celkova velikost rezidui u po-
zorovani nad regresni primkou je az na znaménko stejnd jako u pozorovani pod regresni

primkou.

5 Vztah mezi hodnotou parametru 3; a thlu sviraného regresni pifmkou a osou = (znacéme «) lze
vyjadiit jako f1 = tan(«).
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Obrézek 2: Grafické znazornéni jednoduché regrese
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3 Ukazatele kvality modelu

V tvodu jsme hovorili o tom, ze statisticky model je co nejvérnéjsim zjednodusenim reality.
Odhadneme-li parametry modelu, mizeme se tazat, jak vérné nas model realitu kopiruje.
V predchozi kapitole jsme napriklad pracovali s modelem, ktery tika, ze s uréitou davkou
zjednodusenti je pocet bodt, které student ziska v testu, urcen jen a pouze tim, kolik hodin
se ucil, a Ze tento vztah je linedrni (tzn. za kazdou hodinu uceni ziskame (5, bodu). Je
asi oduvodnéné se domnivat, ze délka uceni je jednim z hlavnich faktord, které ovlivni
vysledek testu, nezjednodusili jsme nicméné realitu jiz prilis? Do jaké miry nas model
odpovida skutecnosti? Pii hledani odpovédi na tuto otazku vyuzijeme ukazatele kvality
modelu.

Jiz jsme se seznamili s rezidualnim souctem Ctverct, ktery jakymsi zptisobem kvan-

tifikuje, jak velké déla model chyby, jak moc se lisi od reality. Za urcitych okolnosti by
proto RSC mohl poslouzit jako mira presnosti modelu. Obvykle jej timto zptisobem vsak

nevyuzivame, a to hned ze dvou davodi. RSC je zavisly na poctu pozorovani (n), mame-li
tedy mnoho pozorovani, pak dostaneme obvykle vyssi hodnotu, nez kdyz mame pozoro-
vani jen nékolik. Druhou vlastnosti, kterd ndm muze prekazet, je to, ze RSC je zavisly na
meritku vysvétlované proménné.

ptyl rezidui naseho modelu. Oproti obvyklému postupu vypoctu rozptylu je zde jediny
rozdil, a to, ze pocet stupnu volnosti neni n — 1, jak jsme byli zvykli, ale obecné n — p,

kde p, je pocet odhadovanych parametrii®. Tedy

S? =

n—p= n—p

1 Zn:(Yi—fW: 1 &, RSC
n—p:3 =

P1i jednoduché regresi bychom tedy pro vypocet pouzili n— 2 stupni volnosti, jelikoz jsme
museli odhadnut dva parametry (g, 81). Nékdy téz narazime na odmocninu z reziduélniho
rozptylu S, rezidudlni smérodatnou odchylku (residual standard error).

V tadé pripadi je rezidudlni rozptyl ¢i smérodatna odchylka uzitecnym ukazatelem
kvality modelu. Neni ale vhodny naptiklad k porovnani riiznych modeli z rtiznych studii,
jelikoz zavisi na jednotce méreni. Tento problém prekonava zdaleka nejpopularnéjsi uka-
zatel kvality modelu, kterym je koeficient determinace R?. Koeficient determinace lze
vypocitat nékolika zptisoby. Lze jej odvodit napriklad z RSC jeho standardizaci a odecte-

nim od jednicky:

6 Pokud jsme parametry svazali néjakymi podminkami (viz kapitola 13.2), pak za kazdou podminku
ziskavame jeden stupen volnosti zpét. Pocet stupnu volnosti by tedy byl n — p 4+ ¢, kde ¢ je pocet
jedine¢nych podminek.
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B RSC
SCy

R2=1

kde SCy je souftem &tvercii zavislé proménné, tedy S, (V; — V)2 Jing zptisob, jak
muzeme chapat koeficient determinace, je druhéd mocnina Pearsonova korela¢niho koefici-
entu mezi zavisle proménnou Y a jejimi vyrovnanymi (tzn. odhadnutymi) hodnotami Y.
Koeficient determinace nabyva libovolnych hodnot mezi nulou a jednickou.

Koeficient determinace je vyhodny svym univerzalnim pouzitim — mtzeme jej vyuzit
ke srovnani modelt bez ohledu na méritko ¢i velikost souboru. Navic jej lze velmi intu-
itivné interpretovat jako procento vysvétleného rozptylu zavisle proménné. Tedy
pokud by R? bylo rovno 1.0, znamen4 to, Ze dokdZeme bezchybné predpovédét hodnotu
proménné Y z hodnot proménnych X. R? rovno 0.5, znamend, %e dokdZeme vysvétlit
50 % wvariability Y. Zbyvajicich 50 % pak zahrnuje faktory, které jsme do naseho modelu
nezaradili, spolu s chybou méreni proménné Y.

I pies své vynikajici vlastnosti ma R? jednu slabinu. Pokud do modelu piiddme dalsi
regresor, hodnota R? vzroste. Ani v pfipadé, Ze novy regresor je zcela nesmyslny, nemuiize
dojit k situaci, ze by procento vysvétleného rozptylu pokleslo. V nejkrajnéjsim pripadé
muze zustat stejné, v praxi ale kviili ndhodnému kolisani vzdy vzroste — ¢im mame méné
pozorovani, tim je ndhodné kolisani vétsi a kazdy dalsi (byt nesmyslny) regresor o to
vétsi kousek rozptylu vysvétli. Pokud tedy do modelu zahrneme velké mnozstvi regresorii
a mame relativné maly soubor pozorovani, koeficient determinace zacne Splhat k nerea-
listicky vysokym hodnotdm”.

Tento problém se snazi prekonat upravena (adjustovand) hodnota Ridj., ktera zohled-
nuje pocet odhadovanych parametrii:

) .

_1 _
dej:1_i§:1_@.n :1_(1_32).L1
' Sy SCy n—p n—op

Takto ziskand hodnota nicméné nemd tak piimocarou interpretaci (v krajnim piipadé
mize vyjit dokonce zadporna), proto je vhodné ji prezentovat spolu s ptivodnim R?. Pfi
prezentaci linedrniho modelu obecné vzdy pouzivame ukazatel R?. V piipadé, ze by ¢tenafr

mohl mit podezieni, Ze zde dochazi k nadhodnoceni R? kviili vysokému poétu odhadova-

2
adj.*

nych parametrti, pak je namisté prezentovat R? i R

Ukazme si priklad vypoctu ukazatelti kvality modelu na datech od Agaty, Otokara
a jejich spoluzakt. Tabulka 1 obsahuje hodnoty, které byly pouzity k sestrojeni grafu na
obrazku 2.

TV krajnim ptipadé, kdy je pocet odhadovanych parametrii stejny jako pocet pozorovani (n = p), je
R? vzdy rovno 100 % bez ohledu na to, jaké zavislé ¢ nezdvislé proménné jsme zvolili.
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Tabulka 1: Hodnoty pozorovanych proménnych, predikci a rezidui

délka pripravy pocet bodu predikce reziduum ¢tverec rezidua

Student Y v v . 2

Agéta 16 42 45.38 —3.38 11.46
Otokar 10 30 36.62 —6.62 43.76
Ursula 2 24 24.92 —0.92 0.85
Borek 11 53 38.08 14.92 222.70
Ivanka 24 54 57.08 —3.08 9.47
Anastazia 20 48 51.23 —3.23 10.44
Nela 13 35 41.00 —6.00 36.00
Rostislava 21 61 52.69 8.31 69.02

Pomoci metody nejmensich ¢tvercl zjistime, ze na zakladé nasich osmi pozorovani
(n = 8) odhadneme 3, = 22.00 a #; = 1.46. Pro kazdé¢ho z osmi studentit dosadime do

rovnice modelu Y; = 22.00+1.46- X; a ziskdme tak vyrovnané hodnoty, tedy predikce hod-
not zavisle proménné. Rezidua vypocitame jako rozdily mezi skutecnymi a vyrovnanymi
hodnotami zavisle proménné, tedy ¢; = Y; — V.. RSC pak ziskame jako soucet druhych

mocnin rezidui, tedy

RSC = 11.46 + 43.76 + 0.85 4 222.70 4 9.47 + 10.44 + 36.00 + 69.02 = 403.69

Jak je patrné, od oka tézko posoudime, zdali je hodnota néco pres Ctyri sta hodné

nebo naopak malo. O néco informativnéjsi je odhad rezidudlniho rozptylu S2:

SEQ _ RSC _ 403.69 6798
n—p 8 —2

a zejména rezidualni smérodatné odchylky S.:

Se = V67.28 = 8.20

Smeérodatna odchylka rezidui je tedy néco pres osm bodu. Toto nam jiz pomiuze si udélat
obrazek — pokud budeme predikovat, jak kdo dopadne dle naseho modelu, mtizeme oce-
kavat chyby o velikosti napriklad 5 nebo 10 bodt, ale prakticky muzeme vyloucit, ze by
se u nékoho model zmylil tfeba o 30 nebo 50 bodt.

Abychom mohli presnéji posoudit, jestli je onéch 8.2 bodi hodné, nebo malo, musime

prozkoumat rozmanitost zavislé proménné Y. Vypocitame primérny pocet boda Y =

43.38 a ten vyuZijeme pii vypoctu souctu ctverci SCy = 8 (Y; —43.38)% = 1163.88.
Po vydéleni n — 1 stupni volnosti ziskdme vybérovy rozptyl proménné Y, S2 = 166.27,

respektive po odmocnéni jeji smérodatnou odchylku 12.89 bodl. Toto miizeme chapat
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tak, ze pokud bychom nevédeéli, jak dlouho se ktery student ucil, a u kazdého bychom
o¢ekavali prumérny pocet boda (43.38), budou mit nase predikce smérodatnou chybu
12.89. Pokud pouzijeme k predikci informaci o dobé stravené studiem, klesne smérodatna

odchylka chyb na 8.20 bodti, coz je vcelku uspokojivy vysledek.

vvvvvv

403.69

RR=1-— """
1163.88

= 0.65
Muzeme tedy fict, ze jsme pomoci informaci o dobé stravené studiem dokazali vysveét-
lit (popsat, predikovat) 65 % rozptylu poc¢tu bodu, které studenti u zadpoctu dostanou.
Naopak chybovy rozptyl tvoii zbyvajicich 35 %. Ten zahrnuje vSechny vlivy, které jsme
do modelu nezaradili (napfiklad predeslé znalosti, schopnost ucit se, nepfesnost testu,
opisovani...).

Pokud bychom méli podezteni, ze je nas vysledek nadhodnocen kvili malému poctu
pozorovani (n = 8) v poméru k poc¢tu odhadovanych parametra (p = 2), vypocitame

upravenou hodnotu koeficientu determinace R?

adj.:
67.28
2 -1 " —0.
Rags 166.27 0-60

Je vidét, ze k urcité zméné doslo a zfejmé bychom méli étendfe na mozny vliv malého

souboru upozornit.

Na misté je otdzka, s jakou hodnotou R? jiz miizeme byt spokojeni a kterou oznaéime
za nedostatecnou. Odpovéd bohuzel neni jednoznacna a zavisi na tcelu naseho modelu.
Pokud naprtiklad prijdete se senza¢nim tvrzenim, Ze v populaci dospélych lidi je hojné
rozsifeny parazit, ktery snizuje 1Q svého nositele, pak i model, jehoz R? dosahuje stézi
3 %, bude plnit titulni stranky novin. Naopak pokud se budete snazit dolozit, ze vysledek
statni maturity je dobrym ukazatelem schopnosti studenta a dokaze predpovédét jeho
akademicky tspéch na VS, pak hodnoty R? pod né&jakych 30 % za uspokojivé rozhodné
neoznacite. Nakonec, piijde-li o model z oblasti fyziky ¢i nékteré technické discipliny, pak
modely s R? pod 99.9 % nebudou viibec hodné pozornosti (dodejme, Ze zde pravdépo-
dobné sahneme po jiném ukazateli presnosti, nejspis po nam znamé rezidualni smérodatné
odchylce).
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4 Modely s vice regresory

Vse, co jsme se naucili na predeslych strankéch, plati nejen pro jednoduchou regresi, ale
i pro modely s vice regresory. Na rozdil od jednoduché regrese nicméné obvykle nelze
chopit vztahy mezi proménnymi jen s pomoci hodnot, které nam poskytne statisticky
program. Je proto uzitecné si umét predstavit, jak vztahy mezi nezavisle proménnymi
muzou vypadat a jak se to projevi na jejich regresnich vahach.

Predstavme si rozptyl zavisle proménné Y a nezavisle proménné X jako dva kruhy.

Obé proménné spolu cast rozptylu sdili, kruhy se proto prekryvaji. Pomoci proménné
X bychom tedy mohli vysvétlit ¢ast rozptylu proménné Y. V tomto pripadé je piekryv
25 % plochy kruhu, platilo by tedy, Ze R? = 0.25. JelikoZ vime, Ze v pfipadé jednoduché
regrese je hodnota R? rovna druhé mocniné Pearsonova korela¢niho koeficientu mezi pro-
ménnymi X a Y, respektive druhé mocniné standardizovaného regresniho koeficientu g*,
muzeme také Tict, ze rxy = 8* = VR? = 0.5.

Pridejme do modelu dalsi regresor, Xs.

X,

7 obréazku je patrné, ze i tento regresor sdili s proménnou Y 25 % rozptylu. Regre-
sory X7 a Xs spolu nekoreluji (nesdili zadny rozptyl) a jejich kruhy se tedy neprekryvaji.
I v takovémto pripadé snadno odhadneme hodnoty koeficientu determinace i regresnich
vah. Pokud regresor X; vysvétluje 25 % rozptylu a regresor X, jinych 25 % rozptylu, pak
R? = 0.5, jelikoZ model dokdze vysvétlit celkem polovinu rozptylu zévisle proménné. Do-

dejme, ze i zde plati shoda mezi standardizovanymi regresnimi vahami a Pearsonovymi
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korelacnimi koeficienty mezi regresory a zavisle proménnou. V pripadé nekorelovanych
regresort dale plati také to, ze soucet druhych mocnin standardizovanych regresnich ko-
eficienttl je roven koeficientu determinace: 0.5% + 0.5% = 0.25 + 0.25 = 0.5.

Ve skutecnosti se vSak nejcastéji setkame se tietim pripadem, kdy regresory sdili cast

rozptylu nejen se zavisle proménnou, ale i mezi sebou:

X,
X,

Opét se X; prekryva s Y z jedné Ctvrtiny a totéz plati pro Xs. Tentokrat jsou vsak oba
regresory korelované a ¢ast rozptylu, kterou mize vysvétlit X, lze stejné dobre vysvétlit
s pomoci X,. Koeficient determinace bude zjevné nizsi nez puvodnich 50 %. Z obrézku je
taky patrné, ze piiddnim vice regresortt nemtize R? klesat, zatimco riist ano. Otézkou je,
ktery z regresorti dostane jakou regresni vahu, tedy ktery regresor bude pouzit k popisu
onoho rozptylu sdileného vSemi tfemi proménnymi. Zde nasi metaforu s kruhy pouzit
nemtzeme — odpoved najde metoda nejmensich c¢tvercti — a jen tézko bychom hledali
racionalni pravidlo, které by Slo popsat slovy®.

Poselstvi, které bychom si méli z predeslych odstavci vzit, je to, ze pridanim dalsiho
regresoru se obvykle zméni hodnoty vah vsech ostatnich regresori, a to v libovolném
sméru. Obvykle je tato zména zadouci — pridani dalsiho regresoru zredukuje ¢ast chybo-
vého rozptylu a poskytne nam tak ¢istsi pohled na to, jakou maji ve skutecnosti jednotlivé

nezavisle proménné roli. Ilustrujme toto nasledujicim prikladem.

Ovérme hypotézu o tom, ze intenzivni pocity trémy, které doprovazi verejné vystou-
peni ¢lovéka, souvisi s jeho sebehodnocenim (self-esteem). Mohli bychom za timto tcelem
realizovat maly vyzkumny projekt, kdy nechame v ramci né¢jakého predmétu vystoupit
20 studenti s jejich referaty pred plnou poslucharnou a pomoci dotazniku budeme mérit,

jak silnou trému prozivali. Pfed experimentem je také nechame vyplnit nékolik testovych

8 NaSe metafora s kruhy taky kulhd v tom, Ze bychom na jejim zdkladé mohli tvrdit, ze R? nikdy
nepresahne soucet druhych mocnin koeficienti 5, tedy soucet rozptylu, které vysvétluji jednotlivé re-
gresory zvlast. To ovSsem neni pravda. Existuje situace, kdy jednotlivé regresory jsou slabé korelované
se zavisle proménnou, nicméné kdyz jsou vlozeny do modelu spole¢né, vysvétli necekané velké mnozstvi
rozptylu. Jde mimochodem o situaci, kdy se mizeme setkat s koeficienty 5* prekracujicimi hodnotu 1.
V literatufe lze tento jev najit pod heslem supresorovd proménnd (suppressor variable).
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metod véetné Rosenbergovy skély sebehodnoceni (RSS) a skdly Neuroticismus dotazniku
NEO-FFI. Ziskana data by mohla vypadat jako ta v tabulce 2.

Tabulka 2: Data: Neuroticismus, sebehodnoceni a tréma

Student Neuroticismus Sebehodnoceni Tréma

1 14 39 2
2 22 31 6
3 16 36 2
4 19 32 8
5 24 36 >
6 24 26 6
7 25 23 5
8 26 36 4
9 20 23 4
10 21 28 3
11 30 24 7
12 18 35 3
13 33 22 6
14 24 31 6
15 23 28 D
16 14 29 1
17 30 25 5
18 28 23 10
19 16 37 2
20 21 31 2

Pokud bychom se sousttedili pouze na vztah mezi sebehodnocenim a prozivanou tré-
mou, pravdépodobné nas vysledky potési. Po provedeni jednoduché regrese najdeme tyto

hodnoty regresnich vah:

Regresor 153 5

(pocatek) 10.90
Sebehodnoceni —0.21 —0.50

Hodnota standardizovaného regresniho koeficientu (a tedy i Pearsonova korelacniho
koeficientu) se rovnd péknym —0.50. MuZeme konstatovat, Ze jde o stfedné silny az silny
vztah a ze vysledek Rosenbergova testu a hodnoceni prozivané trémy spolu sdili 25 %
rozptylu.

V pripadé, ze se rozhodneme prozkoumat zvlast vztah vysledku skaly neuroticismu

a hodnoceni trémy, zjistime, Ze i zde je patrna tésna zavislost:
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Regresor 153 5%

(pocatek) —1.16
Neuroticismus 0.27 0.64

Korela¢ni koeficient mezi obéma proménnymi je 0.64, a tedy celych 41 % rozptylu
trémy lze popsat s pomoci neuroticismu. Mohli bychom se tedy domnivat, ze jsme nalezli
dva klicové faktory, které souvisi s prozivanou trémou. V nasich tivahach jsme ale vynechali
fakt, ze konstrukty sebehodnoceni a neuroticismus se do velké miry prekryvaji. Dle nasich
dat je korelace obou konstrukttt —0.65. Nelze tedy vyloucit to, ze obé proménné vysvétluji

tentyz rozptyl proménné tréma. Vysledky mnohonasobné regrese tuto obavu potvrdi:

Regresor 15} 5

(pocétek) 1.50
Neuroticismus 0.23 0.55
Sebehodnoceni —0.06 —0.15

Oba regresory spolecné dokdzou vysvétlit 42 % rozptylu, tedy jen o procento vic,
nez dokazal samotny neuroticismus. Vaha sebehodnoceni je blizko nule, zatimco vaha
neuroticismu ziistava vysoka. Intenzita prozivané trémy je zavisla na neuroticismu jedince,
zatimco sebehodnoceni ma jen maly dopad.

Zvoleny priklad by mohl ve ¢tenari vzbudit pocit, Ze mnohonésobné regrese je zaruceny
zpusob, jak pokazit slibné vysledky. Opak je vSak pravdou — mnohonasobné regrese ndm
pomitze identifikovat relevantni vztahy a posili nase presvédceni, ze pozorovana korelace
neni artefakt vznikly ptisobenim tretiho faktoru. Je vysoce zadouci do modelu zaradit
regresory, jako je vék probandi a jejich pohlavi, abychom odstranili jejich nezddouci vliv.
Tyto regresory, jejichz vliv neni ve stfedu naseho zajmu, ale do modelu je zarazujeme,

aby nebyly pri¢inou zkresleni, oznacujeme jako kovariaty.

4.1 Nominalni regresory

Doposud jsme se zabyvali jen pripadem, kdy jsou nezavisle proménné X kvantitativni.
Pomérné casto ale mame potiebu do nasich ivah zahrnout i regresory mérené na nominélni
skale, jako je naptiklad pohlavi probanda, jeho zatazeni do nékteré z experimentalnich ¢i
kontrolnich skupin nebo tfeba jeho narodnost. S timto problémem se v ramci linearnich
modelil miizeme snadno vyrovnat.

Pro zacatek si predstavme nejjednodussi situaci, kdy nas model obsahuje jedinou ne-
zavisle proménnou X, ktera je dichotomicka. Byl by to tfeba pripad, kdy zkoumame, jaky
ma vliv intoxikace tetrahydrokanabinolem (THC) na reak¢ni cas ¢lovéka. Design by mohl

vypadat tfeba takto: dobrovolniky nahodné rozdélime na experimentalni a kontrolni sku-
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pinu. Experimentalni skupiné podame urcéitou davku THC a kontrolni skupiné placebo.
Pak pomoci pocitacového testu premérime reakéni casy obou skupin. Datova matice by

mohla vypadat tireba takto:

Tabulka 3: Data: Reakéni éas a THC

Proband THC RT [ms]

5923
603
669
500
662
643
657
784
504
802
561
514
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To, do které skupiny jedinec spada, jsme zakédovali pomoci jednic¢ek a nul, kde jednicka
znadi experimentélni (intoxikovanou) skupinu. Chceme-li vytvotit model, ktery by dopad
experimentalni podminky popisoval, prekvapivé dojdeme k presné stejné rovnici, kterou

jsme pouzivali pri jednoduché regresi:

Y =6+ 51X
Proménnd X se v tomto pripadé nazyva indikatorova proménnda (dummy variable)
a jednickou oznacuje jedince, kteri patii do experimentalni skupiny. Vypocet koeficientii

B i veskery dalsi postup ztstava presné stejny jako v pripadé jednoduché regrese. Metoda

nejmensich ¢tvercit ndm poskytne tyto odhady:

Regresor B B *

(pocétek) 600
THC 37 0.19

Nejen ze se nezmeénil postup vypoctu, ale stejnd zistava i interpretace regresnich vah.
Parametr 3y 1ika, jaké hodnoty v priuméru zavisle proménnd nabyva, pokud jsou vsechny

regresory rovny nule. Pokud se nase indikatorova proménna rovna nule, znamena to, ze se

bavime o probandovi z kontrolni skupiny. Tedy vysledek Bo = 600 znamena, ze reakéni cas

jedinct z kontrolni skupiny je v priméru roven 600 milisekunddm. Parametr 3; obecné
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rika, o kolik bodt v priméru vzroste hodnota zavisle proménné, kdyz hodnota regresoru
vzroste o jednicku. V nasem pripadé to, ze hodnota regresoru vzroste o jednicku, nezna-
mena nic jiného, nez ze se jedinec z kontrolni skupiny presune do skupiny intoxikované
THC. Pruméry obou skupin se tedy lisi o 37 ms, z ¢ehoz snadno odvodime, Ze probandi
z experimentalni skupiny méli reakéni ¢as v prameéru roven 637 milisekundéam.

O néco obtiznéjsi je zde interpretace koeficientu S*. Opét jde o pocet smérodatnych
odchylek, o které vzroste hodnota Y, kdyz X stoupne o jednu smérodatnou odchylku.
Smérodatna odchylka dichotomické proménné ale neni prilis smysluplny koncept. Koefici-
ent 8* proto prilis rozumné interpretovat nejde; muzeme jej nicméné pouzit jako ukazatel

miry tc¢inku, tfeba pro srovnani vlivii vice proménnych X navzajem.

Situace se o néco zkomplikuje, kdyz bude mit nominalni regresor vic nez dvé trovné.
Co kdybychom chtéli nas experiment rozsifit na dalsi navykové latky a zaradili treti
skupinu, kterou jsme intoxikovali davkou etanolu? Jako prvni by nas mohlo napadnout
v druhém sloupecku tabulky oznacit tuto alkoholovou skupinu ¢islem 2. Takto ziskané
vysledky by ale byly nesmyslné. Znamenalo by to, ze predpoklddame existenci néjakého
kontinua nic-THC-etanol, kde ma etanol dvakrat vyssi hodnotu nez THC. Ve skutecnosti

se ale jedna o dvé kvalitativné odlisné véci, které nemtzeme stavét za sebe na jednu osu.

Resenim je zavedeni jedné indikatorové proménné pro THC a dalsi indikatorové pro-

ménné pro etanol. Toto feSeni mizeme vidét v tabulce 4.

Tabulka 4: Data: Reakéni ¢as, THC a ethanol

Proband THC ethanol RT

1 0 0 923
2 0 0 603
3 0 0 669
4 0 0 500
) 0 0 662
6 0 0 643
7 1 0 657
8 1 0 784
9 1 0 204
10 1 0 802
11 1 0 261
12 1 0 014
13 0 1 677
14 0 1 790
15 0 1 778
16 0 1 723
17 0 1 646
18 0 1 682
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Odhady parametrii opét ziskdme beze zmény postupu pomoci metody nejmensich

¢tvercli. Vyse uvedend data nas dovedou k témto hodnotam:

Regresor B B*
(pocatek) 600

THC 37 0.19
ethanol 116  0.56

Pridani dalsi skupiny pochopitelné nijak neovlivnilo primeér v predeslych dvou skupi-
nach — stédle plati, Zze v kontrolni skupiné je primérny reakcéni ¢as 600 ms a ve skupiné
intoxikované THC 600 4+ 37 = 637 ms. Navic vsak ziskavame informaci o tom, Ze pro-
bandi intoxikovani ethanolem jsou ve srovnani s kontrolni skupinou v primeéru o 116 ms
pomalejsi a jejich primérny reakéni cas je tedy 716 ms.

Pouziti indikatorovych proménnych mutze byt nékdy ponékud neintuitivni. Upozorné-

me proto na nékolik fakti:

o Ac¢ pracujeme se tfemi skupinami, mame pouze dvé indikatorové proménné. Stejny
urovnich bychom zaradili do modelu 9 indikatorovych proménnych. Desatou, vyne-
chanou, proménnou oznacujeme jako referenc¢ni skupinu a muzeme si ji zvolit dle
libosti.

« Koeficient (absolutni ¢len) je prumérna hodnota proménné Y v referenc¢ni sku-
piné.
o Koeficienty Bl, Bg, ... ukazuji, o kolik se lisi jednotlivé skupiny od referencni sku-

piny. Pokud chceme srovnat jednotlivé skupiny mezi sebou, mtizeme jako referenc¢ni

skupinu urcit jinou troven faktoru.

o Pokud zvolime jinou referen¢ni skupinu, celkovd presnost modelu (RSC,RZ, ...) se
nezmeéni, ale pochopitelné se zméni regresni koeficienty jednotlivych skupin. Pokud
naptiklad v nasem prikladu zvolime za referen¢ni skupinu probandy intoxikované
THC, ziskame vysledky, které nas po blizsim zamysleni dovedou ke stejnym skupi-

novym prumeértm:

Regresor B 3 *
(pocatek) 637
ethanol 79 0.38

kontrolni —37 —0.18
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Zaradime-li do modelu sadu indikatorovych proménnych, pak jiz obvykle nemluvime
o regresi, ale o vS§eobecném linearnim modelu (general linear model). Kategoridlnich
regresorit muzeme do modelu pochopitelné zaradit vice nez jeden a lze je také volné
kombinovat s regresory spojitymi.

Je zjevné, ze indikatorové kédovani je praktické zejména tehdy, kdyz mame jednu
kontrolni skupinu, se kterou srovnavame nékolik skupin experimentalnich, nebo v ptripadé,
kdy pracujeme s jedinou dichotomickou proménnou. Pokud mame srovnat nékolik skupin,
z nichz zadnd nema néjakym zpusobem vysadni postaveni, aby mohla byt povazovana za
referencéni skupinu, tato metoda neni prilis obratna.

Doplnme také, Ze existuje celd rada dalsich zptisobti kodovani nominalni proménné,
které vedou k jinym interpretacim regresnich parametrii. Obecné ale nijak neméni celkovou

presnost modelu. Podrobné se jim vénujeme v kapitole 14.

4.2 Interakce regresori

Nékdy je vztah nezavisle proménnych X k zavisle proménné Y ponékud komplikované;jsi,
nez aby Sel popsat jako vazeny soucet. Trivialnim prikladem je slazeni kavy. Pokud kavu
zamichate, nebude z ni¢eho nic sladka. Pokud do ni nasypete cukr, jeji chut se taky ne-
zméni, protoze cukr sedne na dno $alku a nerozpusti se. Rekli bychom tedy, Ze ani jeden
ukon nemé na chut kéavy vliv. Pokud ovsem provedeme oba dva tikony — do kavy nasypeme
cukr a zamichame ji — ziskdme nesrovnatelné vétsi acinek. Interakce muze fungovat i nao-
pak. Kdyz ztstaneme u prostoduchych kulinarskych prikladi, mizeme modelovat, jak je
chutna palacinka v zavislosti na tom, jaké ingredience na ni dame. TTeba marmelada nebo
Nutella chutnost palacinky rozhodné zvysi. Stejné tak bude mit pozitivni uc¢inek eidam
nebo sunka. Pokud vsak pridate vsechny tyto prisady soucasné, efekty se nesectou, ale
naopak bude chutnost vysledného produktu hluboko v zapornych ¢islech.

Do interakce mizou vstupovat jak metrické, tak nomindlni proménné. Prozatim od-
hlédnéme od nominélnich proménnych s vice nez dvéma tdrovnémi, kde je situace o néco
komplikovanéjsi. Ve vsech ostatnich pripadech mtizeme do modelu zahrnout vliv interakce
mezi proménnou X; a X, pridanim interakéniho ¢lenu do regresni rovnice. Model s k

regresory, kde prvni dva z nich vstupuji do interakce, bychom popsali nasledujici rovnici:
Y = fo+ 51 X1 + B2 Xo + L1 X Xo + -+ + B Xy,

Proménna X, X5 je skutecné vynasobenim hodnoty regresoru X; hodnotou regresoru
Xs. Koeficient 315 je pak vahou tohoto nové vzniklého regresoru. Samotné zatazeni in-
terakce do naseho modelu je tedy po technické strance velmi snadné. O to vétsi vyzvou
je interakéni ¢len spravné interpretovat. Demonstrujme praci s interakci na nasledujici

uloze.
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71¢ jazyky o nejmenovaném profesorovi tvrdi, ze pri zkouSeni neni ani v nejmensim
objektivni, ale znamky rozdava na zakladé jediného kritéria, a tim je délka sukné. Studenti
se proto rozhodli ovérit tento predpoklad pomoci linearniho modelu. Kazdému, kdo Sel
ke zkousce, jednoduse premérili délku sukné pripadné nohavic a tuto hodnotu v centime-
trech zapsali do tabulky. Déale si také poznacili, jestli je dotyény zZena nebo muz, a jakou
znamku dostal. Tabulka 5 obsahuje zaznamy studentii na konci zkouskového obdobi. Pro
snazsi matematické zpracovani byly znamky prevedeny na c¢isla od nejlepsi znamky A
oznacené 1 po nejhorsi F nesouci hodnotu 6.

Uvaha, Ze hodnoceni mize byt ovlivnéno dvéma faktory (pohlavim studenta a délkou
sukné ¢i nohavic), se zd& byt na prvni pohled spravna. Ovérme proto predpoklad studentii

pomoci modelu s témito dvéma regresory
znamka = [y + (1 - pohlavi + f5 - délka

ktery nas dovede k nasledujicimu vysledku:

Regresor B B *

(pocatek) 3.001
pohlavi 0.045 0.015
délka 0.006 0.092

R? 1%

Nalezené vahy obou regresorii dokazeme snadno interpretovat. Muzi, znaceni jednic-
kou, dostavaji o 0.045 stupné (tedy asi jednu dvaadvacetinu) vyssi (tzn. horsi) znamku
nez referencni skupina zen. Za kazdy centimetr délky sukné se zndmka zvysuje (zhorsuje)
0 0.006 stupné (tedy asi jednu stosedmasedmdesédtinu). Na prvni pohled je zfejmé, Ze se
bavime o prakticky nulovych efektech. Regresory vysvétli priblizné 1 % rozptylu sledované
promeénné.

Skutecné slo o kfivé narceni a dluzime obvinénému profesorovi omluvu? Diive nez
prijmeme tento zavér, zamysleme se trosku podrobnéji nad tim, co nas model fika. Pomuize
nam v tom zobrazeni modelu pomoci regresni piimky. Jelikoz vime, Ze regresor pohlavi
u vSech zen nabyva hodnoty 0 a u vSech muzi hodnoty 1, miizeme se podivat, co model
rika o muzich a o zenach zvlast, jednoduse tak, ze nulu nebo jednicku misto pohlavi do

modelu dosadime.
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Tabulka 5: Zaznamy o zndmkach studentt a studentek a délce sukni ¢i nohavic

Student Znamka Pohlavi Délka Student Znamka Pohlavi Délka

1 B (2) 1 104 25 E (5) 1 59
2 D (4) 0 84 26 D (4) 0 80
3 B (2) 1 86 27 B (2) 0 21
1 B (2) 0 48 28 D (4) 0 70
5 E (5) 1 92 29 C (3) 1 99
6 A (1) 1 90 30 E (5) 1 52
7 C (3) 1 95 31 C (3) 0 48
8 D (4) 0 88 32 E (5) 0 89
9 E (5) 0 59 33 E (5) 0 83
10 A (1) 1 101 34 C (3) 1 79
11 C (3) 0 38 35 F (6) 1 30
12 E (5) 0 76 36 B (2) 0 39
13 E (5) 0 82 37 B (2) 1 102
14 A (1) 0 28 38 B (2) 1 100
15 B (2) 0 29 39 C (3) 0 46
16 D (4) 1 59 40 E (5) 0 92
17 C (3) 1 100 41 E (5) 1 91
18 A (1) 0 41 42 C (3) 0 88
19 C (3) 0 48 43 C (3) 1 95
20 B (2) 0 48 44 C (3) 1 80
21 E (5) 0 79 45 F (6) 1 41
22 A (1) 0 33 46 B (2) 0 41
23 F (6) 0 70 A7 F (6) 1 52
24 C (3) 0 40

Muzi jsou znaceni ¢islem 1, zeny 0. Délka sukné ¢i nohavic je uvedena v centimetrech.
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V piipadé Zen (pohlavi = 0):
znamka = [y + S - pohlavi + 5 - délka
znamka = 5y + [ -0 + o - délka
znamka = [y + [ - délka
znamka = 3.001 + 0.006 - délka

V piipadé muzi (pohlavi = 1):
znamka = [y + [ - pohlavi + f5 - délka
znamka = Sy + (-1 + [y - délka
znamka = (6o + (1) + [ - délka

znamka = (3.001 4 0.045) + 0.006 - délka
znamka = 3.046 + 0.006 - délka

ODbé regresni primky tedy maji stejny sklon (0.006) a lisi se jen ve vertikdlnim posunuti

(poc¢atky jsou rovny 3.001 a 3.046). Na obrazku 3 je podobnost obou primek patrna.

Obrézek 3: Nespravné zvoleny model bez interakéniho ¢lenu
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Rada ¢tenafa si ziejmé jiz ted uvédomuje chybu, které jsme se pii tvorbé modelu
dopustili. Délka sukné ¢i nohavic ma ponékud odlisny dopad v zavislosti na tom, jestli se
bavime o studentce, ¢i studentovi. Aby nas model dokazal presnéji popsat realitu, musime
jej navrhnout tak, aby vaha regresoru délka mohla nabyvat riznych hodnot v zavislosti
na hodnoté regresoru pohlavi. A pravé tuto moznost mu ziskdme pridanim interakéniho
clenu pohlavi x délka.

Jak jsme uvedli vyse, pro pridani interakce rozsitime datovou tabulku o jesté jeden
sloupec, ve kterém budou hodnoty pohlavi vynasobené hodnotami délky (prvnich nékolik
radku obsahuje tabulka 6). Jelikoz regresor pohlavi nabyva hodnot 0 a 1, interakéni clen
se rovna u zen nule a u muzi hodnoté regresoru délka. Postup vypoctu by byl ale stejny

i u dvou kvantitativnich regresori.

Tabulka 6: Ukazka dat pro model s interakénim clenem

Student Znadmka Pohlavi Délka Interakce

1 B (2) 1 104 104
2 D (4) 0 84 0
3 B (2) 1 86 86
4 B (2) 0 48 0
5 E (5) 1 92 92
6 A (1) 1 90 90
7 C (3) 1 95 95
8 D (4) 0 88 0
9 E (5) 0 59 0
A (1) 1

. =
=)

101 101

Model s interakci ma v tomto pripadé podobu
znamka = 5y + S - pohlavi + 5 - délka + 3 - pohlavi - délka

a po prepocitani nas dovede k témto hodnotam odhadt parametri:

A A

Regresor 6] B*
(pocatek) 0.260

pohlavi 7.759 2.539
délka 0.052 0.853
interakce  —0.109 —3.038
R? 63 %
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Nez okomentujeme drasticky nartst vysvétleného rozptylu zavisle proménné, zamys-
leme se nad tim, co jednotlivé nestandardizované koeficienty modelu s interakei znamenaji.

Pomuze nam opét prozkoumani modelu zvlast u muzi a zen.
V pripadé Zen (pohlavi = 0):
znamka = [y + ;- pohlavi + 5 - délka + f3 - pohlavi - délka
znamka = By + B1-0 + B2 -délka + [5-0-délka
znamka = [y + s - délka
znamka = 0.260 + 0.052 - délka

V piipadé muzi (pohlavi = 1):
znamka = Sy + [y - pohlavi + [, -délka + s - pohlavi - délka
znamka = By + [1-1 + [2-délka + f[5-1-délka
znédmka = (fo + f1) + (B2 + fs) - délka
zndmka = (0.260 + 7.759) + (0.052 — 0.109) - délka

zndmka = 8.020 — 0.056 - délka

Parametry 3y a (5 lze interpretovat jako pocatek a sklon regresni ptimky v referencéni
skupiné zen. Parametry [ a (3 fikaji, o kolik se pocatek a sklon lisi ve skupiné muzta
ve srovnani s referencni skupinou zen. Pozor, 8; a 3 nejsou hodnoty pocatku a sklonu
regresni primky u muzu! Pocatek pro muze je Sy + 31 a sklon regresni primky fs + fs.
Toto je ziejmé nejcastéjsi chyba, které se studenti pti praci s interakcemi dopousti.

Srovnejme regresni primky na obrazku 3 s pfimkami na obrazku 4. Jak je patrné,
za kazdych 20 centimetrti délky sukné se znamky studentek v priméru zhorsi priblizné
o jeden stupen (presnéji o 0.052-20 = 1.045 stupné), zatimco u studentt kazdych 20 cen-
timetri délky nohavic zndmku o priblizné jeden stupen zlepsuje (—0.056 - 20 = —1.125

stupné).
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Obrazek 4: Model s interakénim c¢lenem

~ ”
~
F+ ® . O L 4 ®
~ ® Studentky
~
\\\ € Studenti
~
\\\ //
E * - _o® 000 o0
\\ //
\\ //
~ 7
~ e
~ '
~ //
>) S ”
'_\d ~
% D1 ® e~ e eeo
] - \\
-~ P ~
'; // \\\
ke
L // \\
£ . B
'TD‘ . - ~
2 ¢ (1) O .- L 2 2 6. &
:> /// ~
/’ \\\
- ~
rd
// \\
-7 \\\
B 1 ® o .- o0 oo * *e 6 -
’/ \\
- ~
7 ~N
-
-
-
-
e
’/
A e o [ L 4 L 4
T T T T T
20 cm 40 cm 60 cm 80 cm 100 cm

Délka sukné ¢i nohavic

Bylo tedy podezfeni studenttt opravnéné? V tomto piipadé by R? = 63 % bylo ex-
trémné vysoké. Vysledek v podstaté 1ikd, ze témér dve tretiny rozptylu hodnoceni zavisi
na tom, jestli je zkouseny muzem, nebo Zenou a co ma na sobé. Ve zbyvajici tfetiné roz-
ptylu se pak tisni vSechny ostatni vlivy, napriklad znalosti, které by mély byt hlavnim

faktorem.

Jak jsme vyse nékolikrat zminili, do interakce mize vstupovat libovolny typ proménné.
Pokud bychom chtéli zkoumat interakci nominalni proménné s vice nez dvéma trovnémi,
museli bychom vytvorit interakéni ¢len pro kazdou indikatorovou proménnou, kterou jsme
z puvodni nominalni proménné vytvorili. Tedy pro vypocet interakce nominalni proménné
se tfemi trovnémi s nominalni proménnou se ¢tyrmi drovnémi bychom museli vytvorit 6
(=(3—=1)-(4—-1)) interakénich ¢lent.

Analogicky lze vytvaret i interakce vyssiho tfadu — mizeme tedy vyndasobit i vice nez
dvé proménné mezi sebou. Nicméné jiz v pripadé dvou proménnych je interpretace casto
nesnadné a v pripadé tii ¢i vice proménnych obvykle témér nemozné.

P1i zkoumani interakci nema smysl do nasich iivah zahrnovat standardizované regresni

koeficienty *, jelikoz neprinasi prakticky zadnou relevantni informaci.
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4.2.1 Centrovani regresori

P1i popisu vysledkt predeslého prikladu jsme se vyhybali interpretaci absolutniho ¢lenu
Bo i vahy regresoru pohlavi. Obé zminované vahy pritom své interpretace maji, ac¢, jak
vzapéti zjistime, nejsou v nasem pripadé prilis smysluplné. Absolutni ¢len Sy tikd, jaké
hodnoty nabyva zavisla proménna, pokud jsou vsechny regresory rovny nule. Jde tedy
o prumérnou znamku zeny (pohlavi = 0), jejiz sukné ma délku 0 cm. Tento scénar je
s trochou fantazie jesté predstavitelny, nicméné samotnd hodnota 0.26 jiz smysl nema (je
to zndmka o tii ¢tvrté stupné lepsi nez A).

Vaha (1 popisuje jesté kurioznéjsi situaci: jde o rozdil mezi primérnou znamkou Zeny
bez sukné (délka = 0 cm) a muze bez kalhot. Hodnota mezi sedmickou a osmickou (51 =
7.759) je opét nesmyslnd, kdyz vezmeme v potaz, Ze zndmky maji jen 6 stupn.

Na podobné nesmyslné vahy muzeme pii praci s linedrnimi modely narazit pomérné
¢asto. A nemusi jit jen o modely s interakénim ¢lenem, a¢ pro né je tato situace typicka.
Predstavme si, ze budeme predikovat vysi platu pomoci IQ jedince. Pocatkem pak bude
prumérny plat neexistujiciho ¢lovéka, ktery mé IQ rovno nule. Kdyz do modelu zahrneme
vék, bude pocatek hovorit o platu novorozence a tak podobné.

Vsechny popisované situace jsou z matematického pohledu v poradku, tézko vsak
popreme to, ze se pri¢i zdravému rozumu. Abychom se podobnym absurditam vyhnuli,
vyplati se ndm naucit se regresory centrovat.

Centrovanim regresoru se rozumi to, ze vypocitame jeho aritmeticky prumér a ten
odec¢teme od hodnoty regresoru u kazdého pozorovani. Pokud bychom chtéli centrovat
délku sukné ¢i nohavic v predeslém prikladu, spocitali bychom pramérnou délku, ktera se
rovna 67.979 cm, a tuto hodnotu bychom od vsech délek odecetli. Proménnéa délka tedy uz
neudava absolutni délku, ale to, o kolik se délka lisi od primérné délky sukné ¢i nohavic
v ramci naseho souboru. Novou podobu datové matice zobrazuje tabulka 7. Po provedeni

centrovani se odhady regresnich vah modelu zméni nasledovné:

Regresor 3 @ *
(pocatek) 3.812

pohlavi 0.384 0.126
délka 0.052 0.853
interakce  —0.109 —1.135
R? 63 %
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Tabulka 7: Ukézka centrovaného regresoru

Student Znamka Pohlavi Délka Interakce

1 B (2) 1 36.021  36.021
2 D (4) 0 16.021 0

3 B (2) 1 18.021  18.021
4 B (2) 0 ~19.979 0

5 E (5) 1 24.021  24.021
6 A (1) 1 22.021  22.021
7 C (3) 1 27.021  27.021
8 D (4) 0 20021 0

9 E (5) 0 —8.979 0

10 A (1) 1

33.021 33.021

Vycentrovanim regresoru se presnost nalezeného modelu ani hodnoty pred-
povédi, které nam model poskytne, neméni. Stejné ziistaly i sklony regresnich pri-
mek. Zménila se pouze hodnota a interpretace vahy [y i f1. Pocatek stale fika, v praméru
jakou hodnotu zavisle proménné ziskame, pokud jsou vSechny regresory rovny nule. Jeli-
koz je ale regresor délka centrovany, nulova hodnota znamena, ze se bavime o prumérné
dlouhé sukni. Vaha g; pak kvantifikuje rozdil v o¢ekavané zndmce muze a zeny, kteti maji
prumérné dlouhé nohavice, respektive sukni.

Pokud bychom centrovali regresor (), absolutni ¢len se bude tykat priumeérné chytrého
clovéka, pokud regresor vék, pak priumérné starého atd. K centrovani nemusime pouzit
aritmeticky prumeér, ale i jakoukoli jinou konstantu (a¢ pak nejde o centrovani v pravém
smyslu slova). Napfiklad misto praméru 67.979 c¢cm jsme mohli pouzit ¢islo 70, nebo do-
konce jsme mohli centrovat muze a zeny zv1ast jejich skupinovymi praméry. Zadny z téchto
krokt nezmeéni vysledky, jaké nam model poskytne. Zméni se vSak hodnoty a interpretace
dotcenych regresnich koeficienti.

Dichotomické proménné obvykle nema zadny smysl centrovat. Pokud nas model obsa-
huje interakci dvou kvantitativnich proménnych, je jejich centrovani témér vzdy nutnosti,

pokud stojime o srozumitelné vysledky.

4.3 Zkoumani nelinearnich vztahu

Klasicka poucka, kterou zname ze zéakladnich kurzu statistiky, ¥ika, ze Pearsoniiv korelac¢ni
koeficient popisuje pouze linedrni vztah mezi sledovanymi proménnymi. Tuto vlastnost
maji i regresni primky, se kterymi jsme pracovali v predeslych kapitolach. V praxi se vSak
casto setkavame se situacemi, kdy mezi sledovanymi proménnymi existuje jiny vztah nez

primé tméra.
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Obrazek 5: Data nespravné prolozend primkou
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Predstavme si, ze pracujeme se dvéma proménnymi z bodového grafu na obrazku 5.
Mezi témito proménnymi zjevné existuje tuzky vztah. Pokud se vsak tuto zavislost poku-

sime popsat pomoci modelu jednoduché regrese, nedokézeme ji odhalit.

Regresor 6] 5

(pocatek) 4.484
proménna X 0.012 0.026

R? 0 %

Linearni model ve skutec¢nosti dokaze popsat Siroké spektrum nelinearnich vztahii, mu-
sfime tomu vSak pfizptlisobit pouZité regresory”. Pokud v psychologii mluvime o nelinedr-
nim vztahu, v drtivé vétsiné pripadi mame na mysli vztah kvadraticky. Ten predpoklada,
ze zavislost ma tvar paraboly — pfipomina tedy pismeno U (nebo (1), pripadné néjakou
jeho ¢ast. K popisu kvadratické zavislosti musime do modelu pridat dany regresor v druhé
mocniné:

Y =By + 5 X + fX?

9 Pomérné rozsitena je domnénka, Ze slovo linedrni v nizvu modelu néjak souvisi s druhem vztahu
mezi X a Y. Jde vsak o omyl — slovo linedrni znamena, ze zavisle proménné je modelovana jako linearni
kombinace (tzn. védZeny soucet) regresorti, kde jako vahy figuruji{ parametry modelu.
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V praxi bychom tuto zménu provedli tak, ze do datové tabulky pridame novy sloupec,
ktery obsahuje hodnoty ptivodniho regresoru umocnéné na druhou. Nékolik radkua takto
upravené datové matice obsahuje tabulka 8. Dalsi kroky vypoctu jsou identické s nam jiz

znamym postupem. Data z grafu 5 nas dovedou k nasledujicim odhadim parametri.

Regresor 15} 5*

(pocatek) —0.012
proménna X 2.004 4.371
proménnd X2 —0.200 —4.449

R? 92 %

Tabulka 8: Ukézka dat pro modelovani kvadratické zavislosti

Y X X?

132 1.5 2.25
21.2 3.0 9.00
214 3.2 10.24
236 4.0 16.00
244 42 17.64
253 48 23.04
248 55 30.25
243 5.7 3249
23.7 6.0 36.00
169 7.8 60.84
104 8.8 77.44

vvvvv

nam dava nejen vysokd hodnota koeficientu determinace, ale i graf na obrazku 6, ktery
nasi odhadnutou parabolu znézornuje.

Pokud modelujeme vliv nékterého regresoru jako kvadraticky, nalezené regresni vahy
ztrati své elegantni interpretace. Standardizované regresni koeficienty nam interpretaci ne-
usnadni vibec (vSimnéte si, Ze v nasem prikladu vysly v absurdné vysokych hodnotéch)
a i ty nestandardizované poskytuji jen omezenou informaci. Koeficient 3 u regresoru X2
ik, jestli je kfivka prohnuta ve tvaru U (kladné hodnoty) nebo ve tvaru (1 (zaporné
hodnoty). Pokud je vdha kvadratického regresoru blizko nule, znamena to, Ze
zavislost ma linearni pribéh a dany regresor bylo zbyteéné do modelu za-
razovat. Koeficient regresoru X poskytuje jesté méné relevantnich informaci. Pokud je

jeho hodnota blizko nule, znamena to, ze parabola ma sviij vrchol (respektive dno udoli)
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Obrazek 6: Data prolozena kvadratickou funkeci
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horizontalné umistény pobliz hodnoty 0. Hodnoty rtzné od nuly znac¢i posunuti doleva
¢i doprava (pokud oba koeficienty maji stejnd znaménka, tak doleva, v opacném pripadé

doprava). Toto jsou ale informace, které ndm obvykle k zddnému uzitku neslouzi.

4.3.1 Dalsi nelinearni vztahy

V psychologii si obvykle vystac¢ime s linearnimi vztahy, vzacné se uchylujeme ke kvadra-
tickym. Linearni modely ve skute¢nosti umoznuji modelovat jakykoli dalsi vztah, ktery
jsme schopni zapsat jako vazeny soucet néjakych regresorti nebo jejich kombinaci. Do
rovnice bychom mohli vedle regresoru X? piidat tieba i regresor X® nebo X, ba co vic,
muzeme modelovat exponencialni zavislost, funkce s absolutni hodnotou, goniometrické
funkce atd.

Jako priklad zajimavého vyuziti této plejady moznosti zminme modelovani kiivky
funkce sinus. S timto druhem zavislosti se setkame typicky tehdy, kdyz regresor X znaci
cas a zavisle proménnd Y vypovida o hodnotach udalosti, kterd se odehravala v rtznych
casech. Sinusoida tika, ze hodnoty proménné Y opakované rostou a klesaji, a ze tento
priabéh ma vzdy stejnou délku odpovidajici uréité periodé. Budeme-li predpokladat, ze
tuto periodu zname, potfebujeme urcit hodnoty dvou dalsich parametri: amplitudu (vysi

koliséni) a horizontalni posunuti (tedy ¢as, ve kterém zacind prvni pozorovany cyklus).

40



Lze odvodit, ze pro popis tohoto druhu zavislosti mtzeme vyuzit vztah:
2 2
Y = By + (1 - sin <WX> + (5 - cos <7TX>
s s

kde s je délka periody — pokud by tedy hodnoty regresoru X byly v mésicich a cyklus mél

rocni periodu, pak s = 12. Vhodné vyuziti tohoto modelu znézornuje obrazek 7.
Vsimneéte si, ze odhadnuté regresni vahy nelze primo interpretovat jako amplitudu

a posunuti. Tyto hodnoty nicméné dokdzeme vypocitat: amplituda p = /(5% + 55 a po-

sunuti § = arcsin % = arccos %. Model pak mtzeme prepsat do srozumitelnéjsi podoby

Y =B+ pcos(2ZX —0).

Obrazek 7: Data prolozena funkci sinus
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5 Testy statistické vyznamnosti

Ze zakladnich kurzi vime, ze jakdkoli popisna statistika je rtizné presnym ¢i nepresnym
odhadem skutecné hodnoty urcitého parametru. Kdyz jsme napriklad v jedné z prede-
slych kapitol vypocitali, ze primérny reakéni ¢as u Sesti ndhodné zvolenych probandi
byl 600 ms, neznamena to, ze libovolni lidé skutecné maji v priméru reakéni cas presné
600 ms. Pokud bychom experiment zopakovali na dalSich osobéch, dostali bychom tieba
hodnotu 558 nebo 613. Vime totiz, ze aritmeticky primeér je statistika — estimator, jehoz

tkolem je co nejpresnéji vypovidat o skutecné hodnoté zkoumaného parametru.

V ramci linedrnich modell hraji roli estimatorti vSechny regresni vahy Bo, Bl, - ﬁk
A¢ se jejich hodnoty u ruznych skupin probandi budou ménit, vime, ze kolisaji kolem
néjakych nam neznamych, ale neproménlivych hodnot fFg, £, ..., Br. Pokud bychom méli

k dispozici nekoneéné velky soubor pozorovani, nase odhady by byly dokonale piesné!®.

Podobné si miizeme predstavit, ze koeficient determinace R? je odhadem parametru,
ktery bychom mohli znadit t¥eba p? a jehoZ hodnotu bychom op&t znali jen tehdy, pokud
bychom pracovali s hypotetickym nekonecné rozsahlym souborem. A stejné tak drive
zmitiovany rezidualni rozptyl S? je ne zcela piesnym odhadem skutecné, a¢ ndm neznamé
hodnoty o2.

Jak jsme zvykli ze zakladnich kurzi statistiky, o parametrech mizeme formulovat
hypotézy, jejichz platnost ovérujeme pomoci statistickych test. Drive nabyté znalosti
o testovych statistikdch, p-hodnotéch, nulovych ¢i alternativnich hypotézach uplatnime
beze zbytku i v kontextu linearnich modelti. Jediny znatelny rozdil bude v tom, Ze se
tentokrat nemusime ucit desitky rozmanitych statistickych testii, ale pro ovéreni libovolné

hypotézy si vystacime s jedinym statistickym testem: s testem podmodelu.

5.1 Test podmodelu

Podmodel je statistickym modelem, ktery jsme vytvorili z néjakého ptivodniho modelu
vypusténim jednoho ¢i vice regresorti, pripadné tim, ze jsme regresory svazali néjakymi
podminkami. Uvazujme ted pouze prvni z téchto moznosti, o modelech s podminkami
se do¢teme v kapitole 13.2. Predstavme si naptiklad linedrni model se tfemi regresory

definovany rovnici

Y = Bo+ 51.X: + B2 Xy + B3 X5,

10 Nestandardizované regresni vdhy maji jako estimédtory fadu dobrych vlastnosti. Jsou to nejlepsi
nestranné odhady parametra 8. S rostoucim rozsahem vybéru snizuji svij rozptyl, a stavaji se tak pres-

N
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K tomuto modelu mizeme vytvorit naptiklad tyto podmodely:

Y = By + B2 Xo + B5X3
Y =580+ 51 Xa
Y = 51X + B2 Xo + B5X3

nebo tfeba podmodel bez regresort

Y =5

U libovolného modelu ¢i podmodelu dokazeme zjistit, jak vérné odpovidd namérenym

datim. K tomuto u¢elu mizeme pouzit koeficient determinace R? odvozeny z RSC. Lze

ocekévat, ze kdyZ z modelu odstranime jeden ¢i vice regresorii, pak se hodnota R? snizi

vvvvvv

v modelu hraly, tim bude pokles R? citelngjsi. Naopak, kdyby se po vyfazeni regresorti
hodnota R? nezménila, znamen4 to, Ze vyfazené regresory jsou v modelu zbyteéné — jejich
regresni vahy se rovnaji nule. A pravé toto je podstata testu podmodelu. Test pod-
modelu testuje platnost nulové hypotézy p; ... = Prodmode> COZ je ekvivalentni
tvrzeni s tim, ze vihy odstranénych regresord byly nulové.

Testovou statistiku, kterda nam pomiuze o platnosti této hypotézy rozhodnout, lze od-
vodit ze t¥i vlastnosti, které ma RSC. Dodejme, ze tyto vlastnosti plati jen za nékolika
predpokladii, kterym budeme vénovat kapitolu 7, prozatim je povazujme za splnéné.

RSC

> ma rozdeé-
0—5

e Odhadujeme-li p regresnich vah pomoci n pozorovani, pak statistika

leni chi kvadrat s n — p stupni volnosti. Zapisujeme % ~ X%—p'

o Je-li skutecnd hodnota regresnich vah regresort, které jsme z modelu odstranili,

RSCpodmodel — RSCrmode
pod dUl leX%,kdeh

rovna nule (tedy plati-li nulova hypotéza), pak plati

€

je pocet odstranénych parametrii, tedy rozdil stupnt volnosti modelu a podmodelu.

o Statistiky RSémodel a RSépodmodel - RSémodel jsou vzajemné nezavislé.

Fisherovo rozdéleni pravdépodobnosti, které zname ze zakladnich kurzu statistiky,
definujeme jako podil dvou nezévislych ndhodnych veli¢in s rozdélenim y? délenych jejich

stupni volnosti. Mizeme tedy Tict, ze nahodné veli¢ina

Rscpodmodel - Rscmodel
F _ SUpodmodel —SUmodel
Rscmodel

SUmodel
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kde sv oznacuje pocet stupii volnosti (tedy sv = n —p), ma za platnosti nulové hypotézy

Fisherovo rozdéleni pravdépodobnosti s poc¢ty stupni volnosti odpovidajicimi jmenovate-

lim obou zlomkt podilu, tedy sUpodmoder — SUmoder @ SUmoder- Rada ¢tenait dava pri vypoctu

prednost R? pied RSé, uvedme proto ekvivalentni podobu statistiky F' vychazejici z ko-

eficientu determinace:

R2

2
R podmodel

model

F = SUpodmodel ~SUmodel
1-R?

‘model

SUmodel

Oba zapisy vedou pochopitelné k identickému vysledku. Statistiku muzeme zjednodusit
jeste vic, kdyz si uvédomime, ze pocet stupnu volnosti modelu a podmodelu se lisi pravé
o pocet vynechanych parametrti v podmodelu. Pokud jsme tedy podmodel vytvorili vyne-
chanim jediného parametru, pak sUpodmodel — SUmodel S€ TOVRA jedné, pokud jsme vynechali
dva parametry, pak dvéma atd. Oznac¢ime-li pocet vynechanych parametri pismenem h
a rozdil koeficientti determinace modelu a podmodelu AR?, pak si statistiku F' pro test

podmodelu mizeme zapamatovat ve tvaru:

AR?

_ h
F= 1—R2 Nlez,n—p

model

n—p

Obecné tedy muzeme Tict, ze test podmodelu ovéruje platnost nulové hypotézy
o tom, Ze vyrazenim jednoho ¢i vice regresoru nedoslo k poklesu procenta

vysvétleného rozptylu zavisle proménné.
Jak test podmodelu vyuzivame v praxi? Typicky testujeme tyto podmodely:

e Podmodel vznikly vyfazenim jediného regresoru s vahou ;. Nulova hypotéza 1ika,
ze model vysvétluje stejné mnozstvi rozptylu bez ohledu na to, jestli obsahuje dany
regresor, nebo ne. Tato hypotéza je ekvivalentni s tvrzenim, ze dany regresni koefi-

cient se rovna nule, tedy Hy : 3; = 0.

o Podmodel vznikly vytazenim vSech regresorii (tedy Y = ;). Jelikoz podmodel
bez regresoru nevysvétluje zadny rozptyl, tak tento test ovéruje to, zda nas model
vibec vysvétluje nenulové mnozstvi rozptylu. Nulova hypotéza by tedy sla zapsat
jako: Hy : p? = 0.

e Podmodel vznikly vyrazenim vsech indikatorti patticich k jednomu nominalnimu
regresoru. Tento test nAm umozni ovérit nulovou hypotézu o tom, ze dany nominélni

regresor model nijak nezpresnuje, a nemé tedy hledany vztah k zavisle proménné Y.
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5.2 Waldova statistika a intervaly spolehlivosti regresnich vah

Pokud si klademe otazku, které regresory naseho modelu maji statisticky vyznamny dopad
(tedy jejich regresni koeficienty se lisi od nuly), mizeme si predstavit, ze pocitacovy
program vSechny regresory modelu projde, vzdy dany regresor z modelu vytadi, vypocita
R? daného podmodelu, pak regresor do modelu vrati, vyfadi jiny atd. Ve skutec¢nosti timto
zpusobem testovani jednotlivych regresorti neprobihd. Pro vypocet jejich vyznamnosti se
pouziva Waldova statistika. Ta poskytuje identické p-hodnoty jako test podmodelu, je
vsak vypocetné méné narocna a ma nékolik dalsich uziteénych vlastnosti.

Pro vypocet Waldovy statistiky musime nejprve odhadnout varian¢ni matici (covari-

ance matriz) regresnich vah. Pripomenme, ze jednotlivé odhady Bj jsou nahodné veliciny,
a maji tedy své rozptyly. Navic obecné nejsou nezavislé, takze pro libovolné dva odhady
koeficientt miizeme odhadnout jejich kovarianci. Varian¢ni matice pravé tyto informace
obsahuje — mé tvar ctverce s odhady rozptyla jednotlivych regresnich koeficienti na dia-

gondle (znacme S7) a s odhady kovarianci mimo diagonélu (znacme S;;):

S§ Sox -+ Sok
— A S SQ A S
VAR(B) = |7 T
Sko Ska o SE

Odhad varian¢éni matice je pomérné snadny, musime vsak opét sdhnout po maticovych

poctech:
VAR () = $2(X'X)"!

Pri vypoctu Waldovy statistiky si vystacime s diagonalnimi prvky této matice, tedy
s rozptyly odhadi regresnich koeficientii. Waldova statistika T' je podil odhadu regresni
vahy f; jeji smérodatnou odchylkou S;. Za platnosti nulové hypotézy Hy : 3; = 0 méa

Waldova statistika Studentovo rozdéleni s n — p stupni volnosti:

P1i testovani vyznamnosti skupin regresori Waldovu statistiku v této podobé nelze
vyuzit, pti testovani jednotlivych regresorti je nicméné testem prvni volby. Neni proto
prekvapenim, ze statistické programy k odhadiim regresnich vah obvykle doplnuji tidaj

o jejich smérodatné odchylce (5;) a o hodnotée Waldovy statistiky ¢.
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Opét vsak zopakujme, ze Waldova statistika vede ke stejnym vysledktim jako test
piislusného podmodelu. Dokonce si miizeme vdimnout vztahu obou statistik: 2 = F. To

odpovida vztahu mezi Studentovym a Fisherovym rozdélenim:
t721—p = Fl,n—p

Prace se smérodatnou odchylkou odhadu regresni vahy (takzvanou smérodatnou chy-
bou) mé také tu vyhodu, ze ndim umoziuje vytvaret intervaly spolehlivosti (téz ozna-

¢ované jako konfidenc¢ni intervaly) pro jednotlivé regresni vahy. Pro odhad regresnich ko-

eficientit plati 5; ~ N(;, 03), pro odhad rozptylu koeficientu B; pak S7 ~ %Xi_p, s tim,
ze obé statistiky jsou nezavislé. Interval spolehlivosti regresni vahy proto mizeme vytvo-
rit analogicky k intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu, ktery zname ze zakladnich
kurzi:

Lo =B+ S tnpis

kde #,,—p;1-2 je prislusny kvantil Studentova ¢ rozdélent (hodnotu « nejéastéji nastavujeme

na 5 %). Dodejme, Ze vyuziti intervalovych odhadu patii k dobré praxi prfi reportovani
vysledki, jelikoz ¢tenafi umozni si udélat obrazek o vérohodnosti nalezenych vysledkii

lépe nez p-hodnotal!.

5.3 Ekvivalence s bivariatnimi testy

Pro lepsi predstavu logiky testti nulovych hypotéz demonstrujme jejich vyuziti na simu-
lovanych datech. Predstavme si situaci, kdy na datech ziskanych z rozsdhlého souboru
seniort modelujeme tbytek pamétovych kompetenci v pribéhu ¢asu. U kazdého z tcast-
nik vyzkumu jsme zaznamenali jeho pohlavi, vék, nejvyssi dosazené vzdélani a vysledek
pamétového testu. Namérené hodnoty znézornuje obrazek 8. Abychom mohli interpreto-
vat absolutni ¢len nasich modeli, ode¢teme od proménné vék ¢islo 60, takze nula bude
odpovidat Ssedesati rokium véku.

Dtive nez prikroc¢ime k testovani nulovych hypotéz v ramci modelu s mnoha regresory,
demonstrujme pro fadu ¢tendit moznéa prekvapivy fakt: mnohé z bivariatnich testu (tzn.
testi dvojice proménnych), které zndme ze zdkladnich kurzu statistiky, jsou ve skutec-
nosti zvlastnimi pripady testu podmodelu. Zjistime, ze t-testy, analyza rozptylu ¢i test
Pearsonova korela¢niho koeficientu jsou jeden a tentyz test, pokud se na né podivame

optikou linearnich modeli.

" Tntervaly spolehlivosti miizeme vytvafet nejen pro jednotlivé regresni vahy, ale napiiklad i pro dvojice
¢i vetsi skupiny regresori dohromady. Pak by slo o konfiden¢ni elipsy ¢i vicerozmérné elipsoidy. Jelikoz
tento postup obvykle v psychologii nevyuzivame, odkazme ¢tendre na pokrocilejsi statistickou literaturu.
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Obrazek 8: Vizualizace ukazkovych dat

wl oy o 0 3
o ;f‘ o Se ®
2 ® ® ')
$ "9 3@ :g ¢ ‘. ® } o°
o110 @ Q)" *@® ° o ®
g <4 ®e e S &
E . () g%g §> e ® ® : ‘> ° Qo ‘ ®
:gl()o' P 89& ) (] % (] ‘io P ‘% ‘
& 90 0& ® ¢ §> o Q ¢ bt ® e © ¢ (@) ®
= ¢ % ’0 @ @&Q @‘ @ O
g ® )4 S < § -
= 801 o ® e ® o o ®4° $
= o o % b £
L X2
704 ®
*® @
w0l @VE@ @ O Zey O Mui . ¢
60 Ilet 70 II(‘,t 80 Il(\t 90 Ilet

Veék ucastnika vyzkumu

T-test pro dva nezavislé vybéry

Reknéme, Ze se tézeme, jestli muzi i Zeny v daném popula¢nim segmentu ziskavaji
v primeéru stejné vysoka skére v nasem paméfovém testu, pricemz nezohlednujeme vzdé-
lani ani vék. Standardné bychom sahli po t-testu pro dva nezavislé vybéry. V nasem
konkrétnim pripadé by prinesl vysledek ¢(298) = —3.708,p < 0.001. Stejnou hypotézu

vsak muzeme testovat pomoci modelu
Y = By + (1 - pohlavi

Waldova statistika koeficientu ; presné odpovida vyse uvedené statistice ¢ a nezméni se

ani stupné volnosti ¢i p-hodnota:

Regresor BA B* Statistika p

(pocatek) 104.383 t(298) = 90.561 < 0.001
pohlavi —5.644 —0.210 t(298) = —3.708 < 0.001
R? 4.4% F(1;298) = 13.749 < 0.001

Standardizovany koeficient 3j odpovida hodnoté bodové-biserialniho korela¢niho ko-
eficientu mezi proménnou pohlavi a vykonem v testu. Miru uc¢inku, Cohenovo d, bychom

ziskali jako podil rozdilu obou skupin (f;) rezidudlni smérodatnou odchylkou 6.

Test Pearsonova korelacniho koeficientu
Podobné, jako jsme izolované testovali vyznamnost regresoru pohlavi, mizeme statis-

tickym testem ovérit, jestli mezi vékem probandi a vykonem v pamétovém testu existuje
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linearni souvislost. Pokud budeme ignorovat vliv dalsich faktort — pohlavi a vzdélani —
ziejmé bychom sahli po Pearsonovu korelacnim koeficientu a statistickém testu, ktery
ovéfuje, jestli je, ¢i neni korelace nulova. Nalezli bychom hodnoty r = —0.427,¢(298) =

—8.148,p < 0.001. K presné stejnému vysledku nas dovede test regresoru vék v modelu

YZBO—Fﬁl'Vék

Regresor B B* Statistika p

(pocatek) 110.050 t(298) = 84.929 < 0.001
Vék —0.782  —0.427 t(298) = —8.148 < 0.001
R? 18.2% F(1;298) = 66.385 < 0.001

Ba co vic, hodnoté korelacniho koeficientu presné odpovida standardizovana vaha (7

a koeficient determinace R? odpovidé jeho druhé mocniné.

Analyza rozptylu

Pokud bychom se tazali, zdali probandi dle rizné trovné vzdélani dostavaji v pri-
meéru ruzné bodové ohodnoceni, a nezohlednovali bychom pohlavi ¢i vék, byla by ade-
kvatni volbou analyza rozptylu pii jednoduchém tiidéni. Test by nés dovedl k vysledku
F(2;297) =59.741, p < 0.001. I tento test lze realizovat v ramci linedrniho modelu

Y:ﬁo+61-SS+ﬁg-ZS

kde SS a ZS jsou indikétorové proménné regresoru vzdélani. Analyze rozptylu odpovida
test celé skupiny indikatorovych proménnych vazicich se k proménné vzdéldini, respektive
test vyznamnosti celého modelu. Pochopitelné nezédlezi na tom, kterou skupinu oznac¢ime

za referen¢ni.

Regresor B B* Statistika p

(pocatek)  112.536 t(297) = 82.856 < 0.001
SS —10.766 —0.392 t(297) = —6.246 < 0.001
ZS —18.646 —0.685 t(297) = —10.905 < 0.001
R? 28.7% F(2;297) = 59.741 < 0.001

V kontextu analyzy rozptylu byva mezi post-hoc testy zminovan LSD test (Least Sig-
nificant Difference). Jde o test, ktery srovnd vsechny dvojice skupin mezi sebou, na rozdil
od napriklad Scheffého a Tukeyho testu ale neni soucasti LSD testu korekce na mnohona-
sobné testovani. Vysledky LSD testu odpovidaji vysledkim testti statistické vyznamnosti

jednotlivych indikatorovych proménnych.
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T-test pro jeden vybér

Hypotézu o tom, ze se primérna hodnota, které probandi dosahuji v paméfovém testu,
lisi od 100, by bylo mozné ovérit pomoci t-testu pro jeden vybér. V nasem pripadé by vedl
k vysledku ¢(299) = 1.492, p = 0.137. I zde lze test provést v ramci linedrniho modelu, a to
tak, ze budeme srovnavat hodnotu absolutniho ¢lenu se zadanou hodnotou 100, k ¢emuz
bychom ovsem museli vyuzit model s podminkou. Ptripadné bychom pouzili test pomoci

Waldovy statistiky v obecnéjsi podobé

T_ﬁj—ﬁj,o_ﬁj—loo

Ztrejmé nejpohodlnéjsi cesta vsak bude transformovat zavisle proménnou odectenim cisla

100 a ovérit hypotézu, ze By = 0, v ramci modelu
(Y —100) = fy

I v tomto pripadé ziskame identicky vysledek.

A

Regresor 15} B* Statistika p
(pocétek) 1.147 £(299) = 1.492  0.137

5.4 Priklad pouziti testi nulovych hypotéz

V praxi bychom samozrejmé netestovali kazdou hypotézu pomoci zvlastniho modelu, jeli-
koz tim bychom prisli o vyhody, které nam statistické modelovani nabizi. Spravnou cestou
je pouziti jediného komplexniho modelu, s jehoz pomoci realizujeme jednotlivé testy. Mohl

by vypadat napriklad nasledovné:

Y = By + B - pohlavi + B - vk + 5 - SS + 4 - ZS

Regresor B B* Statistika p
(pocatek)  123.901 t(295) = 81.034 < 0.001
Vék —0.755  —0.412 t(295) = —9.994 < 0.001
Pohlavi —-5.995  —0.223 t(295) = —5.436 < 0.001
Vzdélani F(2;295) = 81.977 < 0.001
SS —9.488  —0.346 t(295) = —6.541 < 0.001
ZS —18167  —0.668  t(295) = —12.677 < 0.001
R? 50.4 % F(4;295) = 74.821 < 0.001

49



Nalezené p-hodnoty jednotlivych regresorii se vztahuji k nulovym hypotézam ve tvaru
Hy : Bj = 0. V piipadé véku a pohlavi je jejich vyznam zjevny, v pfipadé indikdtorovych
proménnych ZS a SS se test tyka nulové hypotézy o tom, Ze se dané skupina nelisi od
referenc¢ni skupiny, kterou je v nagem piipadé VS. Pokud bychom chtéli ovéfit statistickou
viznamnost rozdilu mezi ZS a SS, nejjednodussi cestou by bylo vybrat nékterou jinou
referencni skupinu a provést test znovu. F statistika na radku Vzdélini je vysledek testu
trsu indikdtorovych proménnych (tedy ZS a SS dohromady).

Statisticky test na poslednim fadku se tyka modelu jako celku a ovéruje, jestli se

mnozstvi vysvétleného rozptylu (p?) lisi od nuly.

Testy interakci

Vyse uvedeny model predpoklada, ze efekt veéku bude stejny u muzi i Zen, i u lidi
libovolného vzdélani. At uz se tedy bavime o kterékoli skupiné, kazdy rok nas v priuméru
stoji priblizné tri ¢tvrtiny bodu. Zaroven vsak plati to, ze muz libovolného véku ma
v prumeéru o 6 bodi méné nez stejné stard zena a ze mezi vysokoskolakem a ¢lovékem
se zédkladnim vzdélani je rozdil pfiblizné 18 bodu (za predpokladu, zZe jsou oba stejného
véku a pohlavi). Odpovida toto skutecnosti? Bylo by pomérné odivodnéné spekulovat nad
tim, Ze rychlost ipadku pamétovych kompetenci (tedy efekt véku) je v riznych skupinach
rozdilna.

Vyznamnost interakce regresort pohlavi a vék je v modelu reprezentovana jedinym
regresorem, ktery vznikl jako soucin dvou jmenovanych regresori. K ovéreni vyznamnosti
interakce bychom mohli vyuzit prislusSnou Waldovu statistiku nebo test podmodelu, kdy

z modelu vypoustime interakéni ¢len (oznaceny Cervené):
Y = By + 1 - pohlavi + B - vk + 3 - SS + B4 - ZS + 35 - pohlavi - vék

Nalezena regresni vaha Bg, se témér presné rovna nule a efekt neni statisticky vyznamny,
t(294) = 0.045,p = 0.964. Nenalezli jsme tedy diukazy o tom, Ze by tbytek pamétovych
kompetenci byl u muzl a zen rtizné strmy.

Vstupuje-li do interakce nominalni regresor s vice irovnémi, otestujeme jeho vyznam-
nost pomoci testu podmodelu, kdy vypustime vSechny interakéni cleny. Pokud se budeme
ptat, jestli je rychlost ipadku paméti riznéd u riiznych skupin dle vzdélani, reprezentovali

bychom to timto modelem a podmodelem:

Y = 3y + By - pohlavi + Ba - vk + B5 - SS 4 By - ZS + 5 - SS - vk + B - ZS - vek
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nuje obrazek 9. Statisticky test prinese néasledujici vysledky:

Rozdil modelu a prislusného podmodelu (tedy bez ¢ervené oznacenych ¢lenti) znazor-

Regresor B B* Statistika p
(pocatek) 120.560  0.000  t(293) = 57.139 < 0.001
Vek —0.429 —0.234  t(293) = —2.657  0.008
Pohlavi —6.040 —0.225  t(293) = —5.505 < 0.001
Vzdélani F(2;293) = 14.515 < 0.001
SS —5.380 —0.196  t(293) = —2.039  0.042
7S —13.452  —0.494  t(293) = —5.218 < 0.001
Vzdélani x vék F(2;293) = 2.661  0.072
SS x vék —0.386 —0.218  t(293) = —1.926  0.055
7S x vék —0.447  —0.237  t(293) = —2.212  0.028
R? 51.2% F(6;293) = 51.329 < 0.001

A¢ na obrazku 9 zretelné vidime, ze prinejmensim v nasem souboru tipadek paméto-
vych funkci probihd u vysokoskolakt o néco pomaleji nez ve zbyvajicich dvou skupinéach,
rozdil neni signifikantni (p = 0.072). Nenasli jsme tedy podporu pro nasi hypotézu, ze
rychlost tpadku pamétovych kompetenci souvisi se vzdélanim jedince. Ponékud para-
doxné muzou pusobit diléi vysledky — rozdil efektu véku mezi vysokoskolaky a lidmi se
zékladnim vzdélanim signifikantni je (p = 0.028) a mezi vysokoskolaky a stfedoskoléky je
na hranicich statistické vyznamnosti (p = 0.055). Pficinou je to, ze parova srovnani nejsou
nijak korigovana, zatimco souhrnny test nomindalniho regresoru s faktem, Ze zkoumame
vice proménnych, kalkuluje. Pfi interpretaci vyznamnosti interakéniho élenu ZS x vék

bychom tedy méli byt opatrni, jelikoz nejde o prilis presvédcivy dukaz.
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Obréazek 9: Model s interakci pohlavi x vék a bez ni

Model Podmodel

130 1 1304
120 1 120 1
110 1 110
100 1 100 1
90 90

80 -

70 70

60 1 60

T T T T T T T T
60 let 70 let 80 let 90 let 60 let 70 let 80 let 90 let

Stejné jako v obrazku 8 jsou barvami odliseny skupiny dle vzdélani a tvarem znacky muzi
a zeny. Vynesené primky pak odpovidaji regresnim primkam jednotlivych skupin dle vzdélani
a pohlavi (Zeny jsou znaceny plnou ¢arou, muzi prerusovanou). Totéz plati pro piimky i kiivky
v néasledujicich obrazcich.

Testovani kvadratického vztahu
Rozumné by bylo také predpokladat, ze ipadek neprobiha stabilni rychlosti, ale Ze se
v case zrychluje. Miizeme jej modelovat jako kvadratickou zavislost. Hypotézu bychom

ovérili pomoci nasledujiciho modelu a jeho podmodelu:

Y = By + B - pohlavi + 5 - vék + B3 - SS + By - ZS + 35 - vék?

Rozdil mezi modelem a podmodelem znazornuje obrazek 10 a statistickou vyznamnost

rozdilu nasledujici tabulka:

A A

Regresor I} g* Statistika p
(pocatek)  121.192 t(294) = 64.434 < 0.001
Viek —0.161  —0.088  t(294) = —0.628  0.530
Vek? —0.022 —0.339  t(294) = —2.434  0.016
Pohlav{ —6.039 —0.225  t(294) = —5.520 < 0.001
Vzdélani F(2;294) = 83.879 < 0.001
SS —9.545 —0.348  (294) = —6.634 < 0.001
A —18.232 —0.670  t(294) = —12.826 < 0.001
R? 51.3% F(5;294) = 61.040 < 0.001
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Obrazek 10: Model s kvadratickym a linedrnim vlivem véku

Model Podmodel

1304 130

120

110 -

100 -

90 4

80 4

701 704

60 1 60

T T T T T T T T
60 let 70 let 80 let 90 let 60 let 70 let 80 let 90 let

Jelikoz jde o test jediného regresoru, muzeme pouzit Waldovu statistiku, ¢(294) =
—2.434,p = 0.016, a konstatovat, ze nasi hypotézu o kvadratickém vlivu véku muzeme
prijmout.

Velmi neintuitivni je interpretace statistického testu regresoru vék. Nejedna se o test
hypotézy o tom, ze vék ma vliv na pamétové kompetence, ale o pomérné nezajimavou
hypotézu o tom, ze vrchol oblouku paraboly vlivu véku je umistény nad nulou (tedy v 60
letech). Timto problémem jsme se jiz zabyvali v kapitole 4.3. Prestoze je regresor veék
v modelu nezbytny, nema smysl jeho hodnotu a statistickou vyznamnost interpretovat.
Pokud bychom chtéli otestovat statistickou vyznamnost véku s tim, ze predpokladame, ze
vek muze mit kvadraticky vliv, museli bychom vytvorit podmodel bez obou regresort vek
i vek?:

Y = By + 1 - pohlavi + 35 - vk + B3 - SS + By - ZS + 35 - vek?
Prislusny test potvrdi statisticky vyznamny vliv véku, F'(2;294) = 53.739,p < 0.001.

Situace bude jesté o poznani komplikovanéjsi, kdyz do modelu zahrneme kvadraticky

vliv véku a zaroven budeme predpokladat, Ze tento vliv je rizny pro rtzné skupiny dle

vzdélani. Pokud bychom testovali tento model a podmodel
Y = By + B1 - pohlavi + 5 - vék + B3 - SS + B4 - ZS + 5 - SS - vék + s - ZS - vék + Br - vek?

predpokldadame, ze kiivka véku je pro vSechny skupiny stejnym zptisobem prohnutd, ale
kromé posunuti nahoru a dol, muze byt téz pro jednotlivé skupiny posunuta vlevo
a vpravo. Opét tedy testujeme ne prilis zajimavou hypotézu o tom, zda vrcholy jed-

notlivych parabol jsou lokalizované nad stejnou hodnotou osy x nebo ne.
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Vysledek neni signifikantni, F(2;292) = 2.303,p = 0.102, ac¢ grafickd reprezentace na

obrazku 11 je pomérné pékné interpretovatelna.

Obréazek 11: Model s kvadratickym vlivem véku s interakénim ¢lenem a bez néj

Model Podmodel

1301 1304
120 1 120 1
110 1 110
1001 100 4
90 90

804

70

60 60

T T T T T T T T
60 let 70 let 80 let 90 let 60 let 70 let 80 let 90 let

Smysluplnéjsi by zfejmé bylo modelovat zavisle proménnou s pomoci modelu s interakei

vadéldni x vék, ale i vzdéldni x vék*:

Y = By + B1 - pohlavi + B - v&k + 3 - SS + B4 - ZS
+ B5 - SS - vk + B¢ - ZS - vEk + B7 - v8k? 4 Bs - SS - vék? + By - ZS - vek?

Test podmodelu bez ¢ervené vyznacenych ¢lent ovéruje hypotézu o tom, ze kiivka ubytku
pamétovych kompetenci mé rizny tvar v zévislosti na vzdélani (viz obrazek 12). Ani
v tomto pripadé jsme nenasli dikazy k zamitnuti nulové hypotézy, F(4;290) = 1.300,
p = 0.270, coz neni prekvapivé, jelikoz (jak muzeme vidét pri srovnani obrazki 11 a 12)
nas model prindsi skoro stejné feseni jako predchozi uvedeny, pritom k popisu role véku
vyuziva hned ¢tyti parametry misto ptivodnich dvou.

Pokud bychom i presto, ze jsme neprokazali rizny vliv véku u riznych skupin, tuto
moznost pripoustéli, zménil by se zptisob, jakym bychom testovali obecnou hypotézu
o tom, ze regresor vek ovliviiuje vysledek pamétového testu. Srovnali bychom vyse uvedeny
model s podmodelem, ktery postradéd vSechny regresory (at uz interakéni éleny nebo hlavni

efekty) obsahujici regresor vék (v libovolné mocning):

Y = By + S - pohlavi + (35 - vk + B3 - SS + Sy - ZS
+ B5-SS - vék + fg - ZS - vek + B - vék® 4 Bs - SS - vek? + By - ZS - vek?
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Obrazek 12: Model s kvadratickym vlivem véku s interakcemi a bez nich

Model Podmodel

1304 1304
120 1 120 A
1109 1104 ~
1004 100~

90 4 90

804 80+

704 70+

N\
60 4 60 =
T T T T T T T
60 let 70 let 90 let 60 let 70 let 80 let 90 let

Vysledek bude opét statisticky vyznamny, F'(6;290) = 18.853,p < 0.001. Rozdil mezi

modelem a podmodelem je patrny z obrazku 13.

Obrazek 13: Model s kvadratickym vlivem véku véetné interakei a bez vlivu véku

Model Podmodel
o 2
130 1304 &
< [©) Q O
Oﬁ C‘Q >
120 4 1204 € o » @O ®
DG L _
& 0, e’ .2 ¢
11045 1104 — fi-—%—)s-——% _—_——
B0 D 27 @g oy &
100 4 1001 Sases J_ﬁ———'a——*a, _______
4 4 i
4 a0, 0% $
90 1 90-“"“‘5*"'_@_ Q_____*ﬂ',
©
80 1 80 1 Q9
70 1 70 1
\
60 1 60 1
T T T T T T T
60 let 70 let 90 let 60 let 70 let 80 let 90 let
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6 Predikce a intervalové odhady

Jesté jednou se vratme k ivaze o tom, zZe vSechny c¢iselné udaje, které ziskdme béhem vy-
poctu v ramci linedarniho modelu, jsou realizace nahodnych veli¢in. Nejde tedy o neménné
spravdivé“ hodnoty — pokud bychom nasi datovou matici ztratili a vyzkum realizovali jesté
jednou, tak prestoze dodrzime vSechny kroky a skutec¢ny vztah zkoumanych fenoménti se
nezmeéni, ziskdme mirné odlisné vysledky. Ze zakladnich kurzi statistiky vime, zZe casto
je uzitecné misto bodového odhadu (ktery je sice ¢asto velmi presny, ale zakonité se vzdy
od pravdivé hodnoty alespon nepatrné 1is) uvést interval spolehlivosti (tzv. konfiden¢éni
interval), ktery nam 1ikd, v jakém rozmezi je rozumné skutecnou hodnotu odhadovaného
parametru ocekavat. V kapitole 5.2 jsme jiz popisovali intervalové odhady jednotlivych
koeficienttt 5. V této kapitole prozkoumame moznost konstruovat konfidenc¢ni intervaly

pro celou regresni primku a také predikéni intervaly pro nové datové body.

6.1 Interval pro regresni primku a kolem regresni primky

V kapitole 2.2 jsme se tazali, kolik by dostal Otokar, Agata, Ursula nebo néjaky jiny
spoluzék bodi ze zapoctového testu, kdyby se uéili 6 hodin. Reknéme, ze k odpovédi
tentokrat pouzijeme data od osmi studentti z tabulky 1 na strané 20. Jiz dfive jsme

odhadli regresni koeficienty, takze nds model mizeme zapsat ve tvaru

Y =22.00+1.462- X

kde Y je pocet ziskanych bodi a X pocet hodin pripravy. Bodovy odhad Y za pred-
pokladu X = 6 je 22.00 + 1.462 - 6 = 30.769. Bez ohledu na pocet regresori bychom
mohli predpis pro Y vyjadfit jakou soucin dvou vektorit Y = x'3, kde B je vektor odhadii
regresnich vah (BO, 31, e Bk) a x vektor hodnot regresori, pro které chceme spocitat pre-
dikci. Tento vektor zac¢ina vzdy cislem 1, které patii k absolutnimu ¢lenu, v nasem pripadé
plati x = (1,6)".

Nas model tedy tika, ze lidé, ktefi se na zapocet pripravuji 6 hodin, ziskaji v primeéru
necelych 31 bodt. Ve skutecnosti se ale toto tvrzeni opira o bodové odhady ,@ , které samy

o sobé nemusi odpovidat skutecnosti, jelikoz jsou zatizeny ndhodnym kolisanim. Pokud

bychom chtéli byt precizni, mohli bychom stanovit konfiden¢ni interval, ktery s pravdeé-
podobnosti 1 — « (typicky 95 %) pokryva stfedni hodnotu veli¢iny Y pro dané x.

Tento kol je pomérné jednoduchy, jelikoz vime, ze nahodna velic¢ina Y vzniké jako
soucet nahodnych veli¢in B vynasobenych zadanymi konstantami x. Také vime to, ze

odhady jednotlivych koeficientti Bj maji pri dodrzeni predpokladii normalni rozdéleni

56



N(5;, sz) a predevsim to, zZe rozptyly a kovariance jednotlivych regresnich vah dokazeme

odhadnout pomoci vztahu VAR(B) = S2(X'X)~!. V nagem pifpadé

N —1
A s ur\" 0.726 —0.041\ (48849 —2.765
VAR (31 = 07282417 2067) T2 _o0a1 0003 ) T\ 2765 0189

Vime tedy, ze VAR(S,) = 48.849, VAR(S,) = 0.189 a COV (S, fo) = —2.765. Budeme-li

se tedy ptat na rozptyl 37, pak se znalosti ze zakladnich kurz statistiky odvodime vztah:

—

VAR(Y) = VAR(1 - fy) + VAR(6 - 41) +2- COV(L- fo,6 - B1) =
12. VAR () + 62 - VAR(S)) + 1-6-2- COV (S, /1) =
1-48.849 + 36 - 0.189 + 12 - (—2.765) = 22.475

Presné stejny postup bychom mnohem snéze zapsali v maticové formé jako \7A\R()A/) =
S? . x/(X'X)x.

Jelikoz ndhodné veli¢ina Y vzniké vazenym souctem nahodnych veli¢in s normalnim
rozdélenim, ma i ta normalni rozdéleni. Podobné jako pri konstrukei konfidenéniho inter-
valu pro stfedni hodnotu v zakladnich kurzech jde o situaci, kdy rozptyl mame ve formé
bodového odhadu a skutecnou hodnotu parametru nezname. Budeme proto misto normal-
niho rozdéleni vyuzivat t-rozdéleni s n — p stupni volnosti, kde p je pocet odhadovanych

parametri (tedy zde 2).

Konfidenc¢ni interval pro stfedni hodnotu ndhodné velic¢iny 1% pro zadané hodnoty

regresori X milzeme zapsat ve tvaru

[lfa - X’B + tn—p,(l—%) . 56 X’(X’X)flx

kde vyrazt,_; (1-g) znaci prislusny kvantil nahodné veli¢iny se Studentovym t-rozdélenim.

Pokud dosadime hodnoty z naseho prikladu a hladinu « nastavime na obvyklych 5%,

ziskame tento vysledek:
Ios9, = 30.769 £ 2.447 - 4.741 = 30.769 + 11.600 = (19.169; 42.369)

Miuizeme tedy Tict, ze kdybychom méli nekonecéné velky soubor studentii, ktefi se na test
pripravovali presné 6 hodin, pak jejich primérny pocet bodii bude roven néjakému ¢islu,
které muzeme ocekdvat v intervalu (19.169;42.369).

V praxi by mohlo byt uzitecné vypocitat konfidenéni interval pro vSechny cCasy pri-

pravy, a vytvorit tak konfiden¢ni interval pro kazdy bod regresni piimky. Toto TeSeni se
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skutecné pouziva a v literatufe je najdeme pod nazvem péas spolehlivosti kolem re-
gresni funkce. Urcité omezeni tohoto postupu vsak plyne z faktu, ze kazdy z vytvorenych
konfidenc¢nich intervalti sice ma zadanou spolehlivost, nicméné nemuzeme tvrdit, ze pas,
ktery timto postupem vytvorime, v 1 — « pripadech regresni ptimku pokryje. Opét zde
narazime na problém mnohonasobného testovani — pokud mé kazdy z vytvorenych inter-
vali 5% pravdépodobnost, ze nebude pokryvat hledanou hodnotu, pak pravdépodobnost,
ze selze alespon jeden, je pochopitelné citelné vyssi.

Resenfm mize byt vyuziti nékteré z korekei na mnohondsobné testovani, a jelikoz na
vytvoreni pasu spolehlivosti potfebujeme nekonecno interval, nabizi se vyuziti Scheffého
pristupu, ktery je naptiklad oproti Bonferronimu setrnéjsi, kdyz vytvarime velky pocet
intervalti. Princip Scheffého véty zde nebudeme odvozovat, uvedeme samotné teseni, které
zajistuje, ze vytvoreny péas konfidencnich intervali s pozadovanou mirou jistoty obsdhne

celou regresni primku, respektive krivku:

Il—a - X/BA + Se\/p - F, n—p,(1—a) * X/(X/X)_lx

kde F}, ;,—p (1—a) znaci prislusny kvantil ndhodné veliciny s Fisherovym rozdélenim. Takto

uvedenou oblast oznacujeme jako pas spolehlivosti pro regresni funkci.

6.2 Predikéni interval

Kromé hledani intervalt pro stiedni hodnotu veli¢iny V mizeme vytvaret i takzvané pre-
dikéni intervaly. Predikéni interval popisuje chovani budoucich méteni — jde o interval, do
kterého libovolné budouci pozorovani s hodnotami regresort x padne s pravdépodobnosti
1 — «. Predikéni interval konstruujeme podobnym zptsobem jako interval konfidencni,
rozdil je vSak v tom, Ze pri predikci mame misto jednoho hned dva zdroje nepresno-
sti. Budeme-li odhadovat rozptyl zkoumané ndhodné veli¢iny, pak zapocteme stejné jako
v predeslém pripadé rozptyl plynouci z nepresnosti odhadu regresnich vah 3, k nému ale
pricteme jesté rozmanitost jednotlivych hodnot kolem regresni primky, kterou charakte-

rizuje rezidudlni rozptyl S2:

Pioo =XB %t s S/l +x(X'X)"1x

Pokud vime, Ze oc¢ekavana pozorovani budou métrena s jinou presnosti nez dosavadni, pak

méné presnd nova méreni jsou (presnéji feceno, kolikrat veétsi ¢i mensi rozptyl maji). Opét
muzeme vypocitat interval pro libovolny vektor x, ¢imz vytvorime pas, do kterého jakékoli

pristi pozorovani padne se stanovenou pravdépodobnosti.
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Obréazek 14: Pasy pro regresni funkci, kolem regresni funkce a predikéni intervaly
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Tmava plocha znazornuje pas kolem regresni funkce a svétld pas pro regresni funkci. Fialové

kiivky vymezuji predikéni intervaly. VSechny pésy jsou nejuzsi nad primérnou hodnotou regre-
soru.

Vratime-li se k otazce, kolik bodl dostaneme, pokud se budeme pripravovat na za-
poctovy test presné 6 hodin, pak nejlepsi odpovédi bude interval (7.59,53.95), jelikoZ ta-
kové skére muzeme s 95% pravdépodobnosti ocekavat. Jak je vidét, s odhady provedenymi
na pouhych osmi pozorovanich je nas model pomérné nespolehlivy. Grafické znédzornéni

predikénich intervalti a past pro regresni primku i kolem ni obsahuje obrazek 14.
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7 Predpoklady uziti linearnich modela

Ze zékladnich kurzu statistiky jiz vime, ze kazdy statisticky test je svazan urcitymi pred-
poklady, které na popisované ndhodné veli¢iny klademe. Vyjimkou nejsou ani testy v ramci
linearnich modeli a ur¢ité podminky pouziti ma i samotna metoda nejmensich ¢tverct.
Pokud dobre porozumime podminkam linearnich modeli, budeme do detailu znat i pod-
minky pro vypocet t-testl, analyzy rozptylu nebo testu korela¢niho koeficientu, jelikoz,
jak jiz vime, jde o specialni ptripady linearnich model.

Tradi¢né hovorime o péti podminkéch linearnich modelt. K tém pridame jesté kratkou
uvahu o vhodném rozsahu souboru a taky jakousi nultou podminku, ktera rika, ze zavisle
proménnd musi byt kvantitativni (metrickou) proménnou a regresory musi byt kvantita-
tivni nebo alternativni proménné (respektive nomindlni, prevedené na alternativni indi-
kéatory). Situace, kdy pracujeme s jinymi proménnymi, lze modelovat také, nicméné tehdy

bychom museli séhnout po o poznani slozitéjsich nelinearnich statistickych modelech.

7.1 Spravnost modelu

Kazdy model mtze popsat jen takové vztahy, pro které je vytvoren. Tedy napriklad jed-
noduché regrese popisuje jen linedrni vztah, ale tfeba zavislost ve tvaru néjaké krivky by
jiz popsat nedokdzala (toto ilustruji obrazky 5 a 6 v kapitole 4.3). Pouzijeme-li nevhodny
model, snadno prehlédneme existujici vztah, a budeme ponechani v mylném presvédcent,

ze dané regresory nijak nesouvisi se zavisle proménnou.

7.2 Nezavislost ndhodné slozky

Ze zakladnich kurzi statistiky vime, ze statistické testy pracuji s pozorovanimi, ktera se
mezi sebou neovliviiuji, jsou tedy nezavisla. V kontextu linedrnich modelt tuto podminku
0 néco zpresnime — budeme hovorit o nezavislosti nahodné slozky. Predstavme si, ze zname
presné hodnoty parametru § a muzeme tedy bezchybné nakreslit regresni piimku (nebo
kiivku) daného modelu. Provedeme-li pozorovani, namérené hodnoty Y budou pochopi-
telné kolem této regresni primky nahodné kolisat. Nezavislosti ndhodné slozky se rozumi
to, ze toto kolisani bude pro jednotliva pozorovani nezavislé. Tedy naptiklad pokud u né-
koho pozorujeme hodnotu vysoko nad regresni primkou, neprozrazuje nam to nic o tom,

jaky vysledek namé&ifme u kteréhokoli jiného pozorovani'2.

12V nekterych textech tato podminka byva oznacend jako nezdvislost rezidui. Toto oznaceni vsak neni
zcela presné, jelikoz rezidua modelu vypocitana jako Y; — Y; vzdy alespon slabé zavisla jsou. Pri¢inou
je to, ze vypocet libovolného rezidua se opird o odhady B, které jsme vSak ucinili s vyuzitim vsech
ostatnich pozorovani. Takze presnd hodnota libovolného rezidua je do néjaké miry ovlivnéna kazdym
prvkem datového souboru.
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Aby si ¢tenar 1épe predstavil, co se podminkou nezavislosti rozumi, uvedme nékolik
prikladi toho, za jakych okolnosti dochazi k jejimu poruseni. Predstavte si, ze mérite spo-
kojenost zaméstnanct z nékolika tymi jednoho podniku. Lze ocekavat, ze pokud v ramci
nekterého tymu panuje Spatnd nédlada, jeho ¢lenové se ji nakazi a budou na Skale spo-
kojenosti skorovat nize. Pozorovani tedy nejsou nezavisla. Abychom nezavislost obnovili,
musime informaci o tom, ve kterém je kdo tymu, do modelu zaradit — mezi regresory proto
pridame nomindlni proménnou tgm. De facto tim vyjadiujeme predpoklad, ze kazdy tym
méa svou naladu, kterd pricita ¢i odecitd néjaky pevny pocet bodu od vysledku kazdého
svého ¢lenals.

Jiny priklad poruseni podminky nezavislosti miize byt situace, kdy Ursula z prvniho
prikladu v téchto skriptech skutecné od Agaty opisovala. Tehdy jsou vysledky obou stu-
dentek opét néjakym zpiisobem svazané. Jesté jeden priklad: zkoumame vyskyt urcitych
komunikac¢nich vzorcti u muzi a zen v partnerském vztahu. Datovy soubor je tvoren jed-
notlivei, ale my prehlédneme fakt, ze nékteri ucastnici vyzkumu spolu tvori partnersky
par. Pozorovani v ramci téchto dvojic se opét vzajemné ovliviuji.

Dodejme, zZe nezavislost ndhodné slozky je pomérné zasadni a prehlédnuti vzajemné

provazanych skupin pozorovani obvykle vyusti v fadu falesné pozitivnich zjisténi.

7.3 Nepritomnost kolinearity

Pojmem kolinearita se rozumi vzajemna korelace regresori. Obecné mohou byt regresory
korelované, ovsem pouze do néjaké rozumné miry. Vahy vysoce korelovanych regresort
(feknéme || > 0.9) se obtizné odhaduji a prinasi velkou chybovost, jelikoz v ramci sta-
tistického modelu se jen tézko rozlisuje, ktery ze dvou témer identickych regresort hraje
roli. Pokud by se stalo, ze nékteré dva regresory jsou dokonale korelované (|r| = 1.0),
pak odhady s pomoci metody nejmensich ¢tverctu vibec nelze provést (pri vypoctu by
vysla matice X'X singuldrni, a nelze k ni tedy stanovit inverzi). Statisticky program by
nas nejspis upozornil néjakym chybovym hlasenim nebo by automaticky néktery regresor
z vypoctu vyradil.

Samotna kolinearita je pomérné dobte odhalitelny problém — staci si zobrazit korela¢ni
matici jednotlivych regresorii a snadno zjistime, které regresory v modelu koreluji. O po-
znani vétsi orisek je ale takzvana multikolinearita. O multikolinearité mluvime tehdy;,
kdyz v modelu existuje skupina regresorti, z nichz lze vytvorit takova linearni kombinace,

ktera vysoce koreluje s jinym regresorem. Opét pii korelaci 1.0 je tiloha nefesitelna. Ty-

13 Toto elegantni FeSeni bychom dokonce mohli vyuzit i tehdy, kdyz budeme provadét u kazdého re-
spondenta opakovand méfeni. Radky datové tabulky patifci témuz ¢lovéku jsou pochopitelné zavislé,
nezavislost je vSak obnovena, pokud do modelu vlozime regresor respondent. Toto feSeni nas vSak ob-
vykle dovede k vyuziti takzvanych ndhodnych faktori (viz kapitola 15 o modelech se smiSenymi efekty),
pripadné o poznéani vzacnéji k zobecnéné metodé nejmensich ¢tverct (viz kapitola 13.1).
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picky na multikolinearitu narazi studenti, kteri pri pripravé indikatorovych proménnych
zapomenou na to, ze jich ma byt o jednu méné, nez ma dand nominalni proménné irovni,
a zakoduji vsechny irovné véetné té referencni. Pokud zadny indikator nevynechame, pak
plati, ze korelace mezi libovolnym indikatorem a souctem zbyvajicich indikatoru je —1.0,
a statisticky program vyprodukuje upozornéni misto vysledku.

Multikolinearitu nelze odhalit pohledem na korela¢ni matici regresorti, ale k jejimu
zjisténi pouzivame statistiky jménem variance inflation factor (VIF) a tolerance. Toleranci
lze vypocitat pro libovolny regresor. Je to ¢islo mezi 0 a 1, které tika, kolik unikatniho
rozptylu (nesdileného s jinymi regresory) dany regresor obsahuje. Vypodcitd se opét pomoci
linedrniho modelu, tentokrat za zavisle proménnou vsak zvolime zkoumany regresor a jako

nezavisle proménné zbyvajici regresory. Tolerance pak odpovida nevysvétlenému rozptylu,
1

tedy 1 — R2. VIF je jednoduse prevracend hodnota tolerance, tedy TP

VIF rika, kolikrat se zvétsil rozptyl odhadu vahy daného regresoru v porovnéni se situ-
aci, kdy by dany regresor s zadnym jinym regresorem nekoreloval. Je-li tedy VIF tieba 4,
je rozptyl odhadu ¢tyrnasobny, tedy smérodatna odchylka, respektive sitka konfidencéniho
intervalu pro parametr 3, dvojnasobna. Za problém je obvykle povazovana hodnota VIF
vyssi nez 5, pripadné 10 (tedy nejméné 10-20 % unikatniho rozptylu). Pokud najdeme
v nasem modelu regresor, ktery tuto podminku porusuje, méli bychom se zamyslet nad

tim, jestli nékteré zavisle proménné nerikaji témér totéz, a nejsou tedy zbytecné.

7.4 Normalni rozdéleni rezidui

Podminka normélniho rozdéleni provazela vSechny parametrické testy ze zakladnich kurzt
statistiky. Neni proto prekvapenim, ze tato podminka je pritomna i u linearnich modelt.
Prekvapivé je vsak mozna to, ze i kdyby nahodna veli¢ina Y ani zadny z regresort nor-
malni rozdéleni nemély, nemusi nutné byt tato podminka porusena. Normalni rozdéleni
vyzadujeme jen a pouze u rezidui modelu.

Po vytvoreni modelu je proto uzitecné si zobrazit histogram rezidui nebo jejich Q-Q
graf (viz nize) a zvazit, jestli se nalezeny tvar od normdlniho rozdéleni neodlisuje prilis
zasadnim zpusobem. Nékdy miize byt vyhodné pouzit i testy normality, jejichz pouziti je
nicméné zatizeno logickou chybou, kterou zname ze zdkladnich kurzi. Pokud pracujeme
s malym rozsahem souboru, test normality m& malou silu a pravdépodobné signifikantni
odchyleni nenajde. Je-li rozsah souboru v fadu stovek pozorovani, je sila statistického testu
vysoka a i nepatrna odchylka od normalniho rozdéleni povede k nalezeni velmi nizké p-
hodnoty. Toto je v ostrém kontrastu s faktem, ze statistické testy, které provadime v ramci
linearnich modeli, se stavaji s rostoucim rozsahem souboru vysoce robustni proti poru-
seni podminky normalniho rozdéleni. Pracujeme-li tedy s mnoha desitkami ¢i stovkami
pozorovani, muzou byt vysledky modelu relevantni, prestoze testy normality hlasi vazné

poruseni podminky:.

62



Vétsina statistickych programii kromé moznosti zobrazit histogram rezidui nabizi i tak-
zvany Q-Q graf (Q-Q plot, quantile-quantile plot). Q-Q graf obecné slouzi ke srovnani tvaru
rozdéleni pozorovaného u dvou souborti nebo mezi souborem a zadanou distribuci. V na-
sem pripadé srovnavame rozdéleni rezidui s normalnim rozdélenim. Pri konstrukei grafu
vypoc¢itame, jakym vybérovym kvantilim odpovidaji jednotliva rezidua (ziskame tedy
sadu hodnot «; az «,, lezicich mezi nulou a jednickou). Pro kazdé z téchto ¢isel najdeme
hodnotu kvantilu normovaného normalniho rozdéleni ¢,. Nakonec vytvorime bodovy graf,
kdy na jednu z os vynasime hodnoty rezidui a na druhou hodnoty prislusnych kvantila
normované¢ho normalniho rozdéleni ¢,. Pokud rozdéleni rezidui pfipomind normalni roz-
déleni, bude mit vznikly obrazec priblizné tvar rovné ¢ary tahnouci se od levého spodniho
rohu grafu po pravy horni. Pokud rezidua normalni rozdéleni nevykazuji, bude vznikly
obrazec tvoren néjak prohnutou krivkou. Dodejme, Ze ¢teni Q-Q grafii neni tak primocaré
jako ¢teni histogramu a vyzaduje vic zkuSenosti. Pro srovnani vizte histogramy rezidui

a prislusné Q-Q grafy na obrazku 15.
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Obrazek 15: Histogramy rezidui a Q-Q grafy
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Horni dva grafy vychazi z dat, jejichz rozdéleni se blizi normalnimu rozdéleni. Spodni dva pochéazi
z kladné zesikmeného rozdéleni a podminka normality je tedy porusena.
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7.5 Homoskedasticita

Homoskedasticita je oznaceni pro homogenitu rozptylu rezidui. O homoskedasticité mluvi-
me, kdyz pro libovolny regresor plati to, ze rezidua maji stejny rozptyl pro vSechny drovné
(respektive hodnoty) tohoto regresoru. Pokud by tedy regresorem bylo pohlavi, pak by
zde byl pozadavek, aby byl rezidualni rozptyl u muzi i u zZen stejny. Kdyby regresorem
byla inteligence, pozadavek by se tykal neménného rezidualniho rozptylu napii¢ vsemi
hodnotami IQ od nizkého az po vysoké. Opakem homoskedasticity je heteroskedasticita.

Nejsnazsi kontrolu pritomnosti heteroskedasticity miizeme provést pomoci bodového
grafu. Na osu x vyneseme hodnoty prislusného regresoru jednotlivych méreni, na osu y
jejich rezidua. Tento proces bychom museli opakovat pro kazdy regresor, coz u vétsich

modelt muze byt zdlouhavé, proto ¢asto volime jednodussi cestu, kdy na osu x vynasime

hodnoty predikci Y a na osu y rezidua (pripadné standardizovand rezidua). At uz pou-
zijeme jakykoli pristup, v grafu by nemély byt vidét zadné smysluplné utvary a mél by
pripominat obrazek 16a. Typickym piikladem heteroskedasticity je obrazek 16b. Obrazek
16¢ vypovida taky o heteroskedasticité, na prvni pohled zde navic dokazeme tict, ze jeji
pricinou je opomenuti néjakého zasadniho vlivu, ktery na proménnou Y piisobi, ale my
jsme jej nezahrnuli do modelu.

Na rozdil od podminky normalniho rozdéleni skodlivy vliv heteroskedasticity neslabne
s rostoucim rozsahem vybéru. Pokud na tento problém narazime, méli bychom se zamyslet
nad tim, zda jsme pouzili vhodny model, ktery nepotiebuje né¢jaka vylepseni. Kromé gra-
fické kontroly existuji i statistické testy homoskedasticity. Jejich pouziti je vsak zatiZzeno
stejnym problémem, na ktery jsme narazeli u pouziti F testu pred vybérem vhodného
t-testu.

7.6 Poznamka k rozsahu souboru

Pri praci s linearnimi modely ¢asto narazime na otazku, jaky je nejmensi pocet pozorovani,
abychom viibec mohli naucené postupy uplatnit. Na tuto otdzku neexistuje jednoznacné
odpovéd, jelikoz ani samotnd otdzka neni polozena jednoznacné.

Co znamena dostateény rozsah souboru? Postupy, které jsme se naucili v ramci li-
nearnich model1, nejsou asymptotické, a funguji tedy pro témér libovolné maly rozsah
souboru. Metodu nejmensich ¢tvercii lze pouzit, jakmile mame alespon tolik pozorovani,
kolik odhadujeme parametri. Pokud mame vic pozorovani nez parametrtt modelu, mii-
zeme odhadovat rozptyl odhadti regresnich vah, a provadét tedy libovolné testy statistické
vyznamnosti.

Existuji nicméné dva duvody, pro¢ bychom uvitali ponékud vétsi rozsah souboru nez
p+ 1. Prvni je ten, Ze soubor malého rozsahu neni robustni vii¢i poruseni normality re-

zidui a maly pocet datovych bodti nam ani neumozni si udélat obrazek o tom, jestli tato
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Standardizovana rezidua

Obréazek 16: Homoskedasticita a heteroskedasticita
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podminka plati, nebo ne. Druhym divodem je statisticka sila. P¥i malém rozsahu sou-
boru maji testy v ramci linearnich modeli jen malou Sanci zamitnout nulovou hypotézu,
respektive, pokud bychom spocitali konfiden¢ni intervaly odhadt regresnich vah, zjistili
bychom, Ze jsou tak Siroké, ze v podstaté nerikaji vibec nic.

7 tohoto duvodu v literature narazime na jakéasi hruba pravidla, kterda nam maji po-
moci stanovit pocet pozorovani potrebny k tomu, aby nalezené odhady mély néjaky smysl.
Tato pravidla obvykle odvozuji rozsah souboru podle poc¢tu regresori, které model obsa-

huje (znac¢ime k). V psychologii se autofi nejéastéji odvolavaji na nasledujici doporuceni'4:

e n > 104 + k pro test hypotézy o rozdilu R? od nuly,
e n > 50+ 8k pro testy jednotlivych regresort.

Dodejme, ze toto doporuceni je jen velmi hrubym odhadem. Kromé poctu regresort
taky zédlezi na tom, do jaké miry jsou tyto regresory korelované (vysokd korelovanost
vyrazné oslabuje testy), a zejména pak na tom, jak velké efekty se pokousime odhalit.
Nejvhodnéjsi by bylo vyuzit postupy analyzy sily testu, ty jsou vSak v pripadé linearnich
modell obtizné proveditelné, jelikoz jen tézko dopredu odhadneme korelacni strukturu
vSech zarazenych proménnych. Navrzeny postup selhdva u velmi jednoduchych modeli
(naptiklad pro t-test pro dva nezavislé vybéry pozaduje 105 nebo 58 pozorovéni, coz je
nesmyslné vysoka hranice), ale i u modelt velmi slozitych, kde potfebny pocet pozorovani
spise podcenuje (napiiklad pro praci s modelem s 20 regresory si vystaci s néjakymi 124
nebo 210 pozorovanimi, coz bychom v praxi za uspokojivy rozsah nejspis nepovazovali).

Odpovéd je tedy takova, ze u jednoduchych modeli mizeme pracovat se soubory
o nékolika malo desitkach pozorovani, ale musime mit divod se domnivat, ze zde jsou
splnény predpoklady. U velmi slozitych modeltt bychom pak méli pozadovat nékolikaset-
hlavy vyzkumny soubor. Pro ostatni pripady ndm muzou pomoci vyse uvedend pravidla,

berme je vsak spise jako orienta¢ni doporuceni.

14 Green, S. B. (1991). How many subjects does it take to do a regression analysis. Multivariate beha-
vioral research, 26(3), 499-510.
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8 Detekce problematickych pozorovani

Chceme-li mit duveéru ve vysledky, které jsme ziskali s pomoci statistického modelu, ob-
vykle po odhadnuti parametri u¢inime nékolik kroki, kterym se souhrnneé rika diagnostika
modelu. Mezi tyto kroky by patfilo jednak prozkoumaéani rozdéleni rezidui, ovéfeni nepii-
tomnosti heteroskedasticity a vypocitani VIF pro jednotlivé regresory. Tyto kroky jiz
zname z predeslé kapitoly.

Vedle toho je casto uzitecné vénovat pozornost pritomnosti pozorovani, kterd jsou
v ramci naseho modelu nééim netypicka a vybocuji od ostatnich. Obvykle jde o zkoumani
pritomnosti rtiznych druht odlehlych ¢i vlivnych pozorovani. Existuje nespocet statistik,
které pouzivame k popisu chovani jednotlivych pozorovani. Pti diagnostice modelu zpra-
vidla nebudeme pracovat se vsemi, ale spokojime se s jednim ¢i dvéma ukazateli, kterym

vénujeme pozornost. S nékolika z nich, které se pouzivaji pomérné casto, se seznamime.

8.1 Rezidua (raw residuals)

Jedna ze zakladnich poucek parametrické statistiky rika, ze odlehld pozorovani muzou
mit citelny vliv na vérohodnost vysledku. Identifikovat odlehlé pozorovani (tzv. outlier)
pri praci s jednou ¢i dvéma proménnymi je pomérné snadny tkol. V pripadé komplex-
néjsich designti vSak muzeme narazit na situaci, kdy pozorovani neni outlierem v zadném
sledovaném znaku, ale presto je v nadpadném rozporu s modelem. Naopak muzou exis-
tovat pozorovani, ktera ndpadné vybocuji tfeba hned v nékolika znacich, a presto jsou
s modelem v dobrém souladu. Pti hledani pozorovani, ktera se neshoduji s tim, co model
ocekava, muze byt uzitecné ovérit pritomnost outliert v reziduich. Extrémné vysoké nebo
extrémneé nizké hodnoty nas muzou upozornit na pozorovani, ktera jsou v néjakém smyslu
problematicka (naptiklad jsme pri prepisovani vysledki do datové matice udélali chybu).

Pro grafickou prezentaci se nékdy pouziva misto puvodnich rezidui jejich absolutni
hodnota nebo odmocnina z absolutni hodnoty. Vyhoda této Gpravy je, ze pak stac¢i sledovat
nejvyssi hodnoty, informac¢ni prinos se ale nezméni. Nékdy se také prezentuje hodnota

rezidui vydélenych odhadem smérodatné odchylky o..

8.2 Rezidua s odstranénym pozorovanim (deleted residuals)

I pres vyse uvedené vyhody nejsou ani rezidua schopna nas upozornit na kazdé problema-
tické pozorovani. Obrazek 17 demonstruje situaci, kdy je v malém datovém setu pritomno
jedno odlehlé pozorovani, které natolik zménilo vysledky, ze jeho reziduum je jedno z nej-
blizsich nule. Prozkoumat samotna rezidua by nam v tomto pripadé nepomohlo. Jednim

z pristupt, jak tuto situaci vytesit, je spocitat takzvana deleted residuals. Opét jde o kla-
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sickd rezidua, jak je zndme, tentokrat vsak pri vypoctu kazdého z nich pouzijeme odhad
parametri udélany na vSech datovych bodech vyjma toho, jehoz reziduum pocitame. Po-
kud tedy pocitame tuto statistiku pro i-té pozorovani, odhadneme hodnoty S pomoci
celého datového souboru bez i-tého pozorovani, ze ziskanych vah udélame predikci pro
1-té pozorovani a spocitame jeho reziduum.

Pro srovnani rezidui a rezidui po odstranéni daného pozorovani spocitame jednoduse

jejich rozdil. V literature tuto statistiku najdeme nékdy pod nazvem DFFIT.

Obréazek 17: Vlivné pozorovani
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8.3 Vliv pozorovani (leverage)

Problém vlivnych pozorovani fesi i statistika s ndzvem leverage (v doslovném prekladu

péka, pakovy bod, volnéji vliv pozorovani). Jedna se jiz o néco sofistikovanéjsi statistiku,

pro jejiz pochopeni se musime nejprve seznamit s takzvanou projekéni matici.
Projekéni matice H (hat matriz) je pozoruhodnym konceptem s fadou prekvapivych

vlastnosti'®. Jeji podobu lze odvodit ze dvou vztahii, které jiz zname:

A A

B =(X'X)'X'Y Y =XA

15 Jedna z nich je naptiklad idempotence. Pokud idempotentni matici H vyndsobime samu sebou, pak
zase ziskame matici H, tedy HH = H.
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Kdyz dosadime B z prvni rovnice do druhé, ziskdme vztah
Y = X(X'X)"'X'Y
ktery prepiseme jako

Y =HY kde H=X(X'X)'X

Projekéni matice H mé rozméry n x n. Jak fikd vztah vyse, pokud sloupec (vektor)

pozorovani Y vyndsobime matic{ H, ziskdme predikce Y. Ctendf sezndmeny s principem
maticového nasobeni si mize v§imnout mechanismu, jak jsou jednotlivé predikce pomoci
matice H pocitany. Pokud pocitame predikci pro i-té pozorovani, vezmeme si -ty radek
matice H a jeho prvni prvek vynasobime hodnotou Y7, druhy prvek hodnotou Y5 a tak dal
véetné i-tého prvku, ktery nasobime hodnotou Y;. VSechny ziskané vysledky pak sec¢teme.
Vsimnéte si, Ze i-ty prvek z i-tého fadku (tedy jakykoli diagonalni prvek) vzdy ¥ik4, do
jaké miry hodnota i-tého pozorovani (Y;) ovlivituje svou vlastni predikei (Y;). Jinymi slovy,
jak moc je schopno dané pozorovani ovlivnit vysledek ve sviij prospéch.

Tyto hodnoty diagondly matice H (znacime je h;) jsou pravé oznacovany pojmem
leverage. Tato statistika vzdy lezi mezi 0 a 1 (obvykle mnohem bliZe nule nez jednicce)

a vysoké hodnoty nam pomuzou identifikovat vlivna pozorovani.

8.4 Standardizovana rezidua (standardized residuals)

Statistika h; ma kromé identifikace vlivu pozorovani vyuziti pri vypoctu standardizova-
nych rezidui. Pokud bychom chtéli standardizovat rezidua, asi by nas napadlo hodnotu
kazdého z nich vydélit odhadnutou smérodatnou chybou modelu S,.. Tento pristup, a¢ ma
svou logiku, ptrehlizi jeden fakt: prestoze ndhodna slozka modelu mé napri¢ pozorovanimi
stejny rozptyl, rozptyl jednotlivych rezidui se pro jednotliva pozorovani miize znacné lisit.
Rezidua vlivnych pozorovani (typicky pozorovani s okrajovymi hodnotami nékterého z re-
gresori) maji mensi rozptyl nez méné vlivna rezidua. Rozptyl rezidua ¢; 1ze odhadnout
jako
VAR(c) = (1~ h,)S?

kde h; je vliv (leverage) daného pozorovani popsany v predeslych odstavcich. Vydélime-li
hodnoty jednotlivych rezidui odmocninou rozptylu jejich odhadi, ziskdame standardizo-
vana rezidua. A¢ se standardizovana rezidua obvykle prilis nelisi od rezidui prevedenych
na z-skér (tzn. vydélenych hodnotou S,), jde jisté o presnéjsi odpovéd na otézku, které
pozorovani vybocuje vice nez jiné. Standardizovana rezidua se nékdy oznacuji jako vnitiné

studentizovana (internally studentized).
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8.5 Studentizovana rezidua (studentized residuals)

Predeslé uvahy o standardizaci rezidui lze propojit s tivahou o postupném vynechavani
jednotlivych pozorovani pri vypoctu jednotlivych rezidui. V pripadé, ze uplatnime postup
popsany v kapitole o standardizaci rezidui, ale pti vypoctu i-tého rezidua vynechame i-ty
prvek, pak hovofime o takzvanych studentizovanych reziduich (presnéji navenek studen-
tizovanych, externally studentized).

Studentizovana rezidua maji pti dodrzeni podminek Studentovo t-rozdéleni s n —p—1

stupni volnosti, hodi se proto pro provadéni nejriznéjsich statistickych testii.

8.6 Cookova vzdalenost (Cook’s distance)

Podobny problém jako leverage tesi Cookova vzdalenost. Tentokrat vSak nehodnotime
pouze to, do jaké miry dané pozorovani ovliviiuje predikci své vlastni hodnoty, ale do
jaké miry ovliviiuje predikce vSech n pozorovani. Pro vypocet tedy kromé predikci Y; po-
ttebujeme i predikce ziskané, pokud bychom k vypoctu regresnich vah pouzili vSechny

pozorovani kromé prvniho (znac¢me ffi(l)), kromé drihého (Yjg)) a tak dél az kromé po-

sledniho (?;(n)). Cookovu vzdalenost pro j-té pozorovani pak spocitame jako

Cookova vzdéalenost ma pii dodrzeni predpokladii Fisherovo F rozdéleni s p a n —p stupni

volnosti.

Diagnostiku vlivnych pozorovani miizeme demonstrovat na souboru Otokara, Agaty
a dalsich Sesti spoluzaki z prikladu v kapitole 2. Graf 18 znazornuje leverage a Cookovu
vzdalenost kazdého pozorovani. Tytéz a dalsi idaje jsou shrnuty v tabulce 3. Jak je pa-
trné, nejucinnéji si regresni primku k sobé pritdhne Ursula, kterd ndm poskytuje vzacnou
informaci o tom, co se stane, kdyz jdeme k zapoctu nenauceni. Na druhé strané to jsou
pak tii studentky, které se ucily 20 a vice hodin. Pokud bychom s pomoci Cookovych
vzdalenosti hodnotili, kdo model ovliviiuje nejvice, zjistili bychom, ze zde vyc¢niva Bo-
rek s Rostislavou, ktefi sice nemaji zasadni vliv na sklon pfimky, ale citelné ji posouvaji

nahoru.
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Obrazek 18: Vlivna pozorovani
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Tabulka 9: Diagnostika modelu
Student Y X Reziduum S’Fand. S.t ud. Leverage Co?kova
reziduum reziduum vzdalenost
Agata 42 16 —3.38 —0.44 —0.41 0.13 0.01
Otokar 30 10 —6.62 —0.89 —0.88 0.19 0.09
Ursula 24 2 —0.92 —-0.17 —0.16 0.57 0.02
Borek 53 11 14.92 1.99 3.10 0.16 0.38
Ivanka 54 24 —3.08 —0.47 —0.44 0.37 0.07
Anastazia 48 20 —3.23 —0.44 —0.41 0.21 0.03
Nela 35 13 —6.00 —0.79 —0.76 0.13 0.05
Rostislava 61 21 8.31 1.16 1.20 0.24 0.21
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9 Transformace zavisle proménné

V kapitole 7.4 jsme konstatovali, Ze ani velké zeSikmeni zavisle proménné nemusi nutné
znamenat, ze rezidua modelu budou porusovat predpoklad normalniho rozdéleni. Toto
tvrzeni je pravda v teorii, v praxi ale zjistime, Ze ve vétsiné pripadi, kdy pracujeme
s vysoce zeSikmenou zavisle proménnou, toto zeSikmeni ztstava pritomno i v reziduich,
ba co vic, casto bude doprovazené heteroskedasticitou.

Pokud budeme tento problém konzultovat se statistikem, nejspis navrhne opustit svét
linearnich modeli a pokusi se pripravit model nelinearni, ktery bude podivnému rozdé-
leni nasich proménnych usity na miru. Na nasi arovni poznani nicméné takovymi nastroji
vybaveni nejsme, budeme se proto muset smitit s néjakym trikem, ktery nam umozni si
vystacit se znalostmi, jez mame. Timto trikem muze byt pravé vhodné zvolena transfor-

mace zavisle proménné Y.

Transformaci se rozumi to, Ze na proménnou Y aplikujeme néjakou funkci (kterd je

monotonni, byt nelinedrni). V literature mizeme narazit na funkce, jako je napriklad VY,
1/Y nebo log(Y"). Tuto upravenou zavisle proménnou pak obvyklym zptsobem vlozime do
linearniho modelu, ktery s trochou stésti jiz bude spliovat podminky normalniho rozdéleni
rezidui a jejich homoskedasticity. Pokud bychom pak chtéli pomoci tohoto modelu prova-
dét predikce, na vysledek (at uz bodovy nebo na meze intervalového odhadu) uplatnime

nasi transformaci naopak (inverzné), abychom se vratili k ptivodnim jednotkdm, ve kte-

rych bylo méfeno Y. Pro tii vy¥e uvedené transformace by to bylo Y2, 1/Y a exp (V).
Jednim z hlavnich davodi, pro¢ transformaci zavisle proménné nelze pausalné dopo-
ru¢it a pro¢ by ji mnoho statistikii oznacilo za neelegantni, pripadné az barbarskou, je
ten, ze vétsina transformaci znemozni interpretovat nalezené regresni koeficienty. Ty totiz
popisuji chovani transformované velic¢iny, kterd se ¢asto vzdaluje predstavitelné realité (co
naptiklad znamend tvrzeni, ze se odmocnina poctu symptomi zvysi o pil bodu?). Mnohdy
nam tak nezbude nez rezignovat na presny popis vztahii mezi proménnymi, ale jen konsta-
tovat statistickou vyznamnost, kterou pripadné doplnime standardizovanymi regresnimi

koeficienty k dokresleni miry tcinku.

9.1 Log-normalni regrese

Existuji transformace zavisle proménné, které vyse uvedenym neduhem netrpi. Néjakym
zpusobem sice zméni zptusob, jak o modelu budeme premyslet, ale moznost interpretace
ziskanych koeficientii neztratime. Asi nejoblibenéjsi z téchto modelt s transformovanou

zavislou veli¢inou je tak zvana log-normalni regrese.
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Log-normalni regresi se rozumi linearni model, ktery pracuje s logaritmem zavisle
proménné!®:

log (V)= o+ 51X1+ FoXo+ -+ B Xy + €

Vy$e uvedeny predpis nam sice umoznuje pomoci metody nejmensich ¢tverci ziskat
odhady parametri [, ale neprozrazuje, jak o téchto ¢islech premyslet. Dle znamych poucek
bychom mohli uvazovat, ze 5, tika, o kolik bodi vzroste logaritmus veliciny Y, kdyz regre-
sor X7 vzroste o jeden bod. To je pravdivé, avSsak krajné neuspokojivé tvrzeni. Abychom
odhalili skute¢ny smysl vysledkt modelu, vzpomenme si na pravidla pocitani s logaritmy
a s exponencialni funkei a prepisme rovnici modelu do ponékud odlisné podoby.

Zactnéme prvnim krokem, kdy obé strany rovnice exponencialné transformujeme. Pa-
matujme, Ze exponencidlni a logaritmické transformace jsou protiklady (takzvané inverzni
funkce), a tedy exp (log (Y)) =Y. Tedy:

Y:exp(ﬁo+51X1+62X2+—I—Bka+e)

Déle vime, ze plati vztah exp(A + B) = exp(A) - exp(B). VSimnéte si, Ze znaménko plus

se méni na znaménko krat. Nas model proto prepiseme do podoby
Y =exp(fo) - exp (£1.X1) - exp (B2X2) - ... - exp (B Xy) - exp (€)

Nakonec uplatnime poznatek exp (AB) = exp (A4):

Y =exp (Bo) - exp (B1)™ - exp (B2)*2 ... exp (Br)™* - exp (e)

Nez se zamyslime nad tim, co nam tato rovnice prozrazuje, uvédomme si, ze nas model jiz
nema aditivni, ale multiplikativni podobu. Tedy vSude, kde jsme se byli zvykli tazat o ko-

lik, budeme ted pokladat otazku kolikrdt. Taky v nasich ivahach jiz nebudeme pracovat
se samotnymi odhady B , ale s jejich exponencialné transformovanou podobou exp (B) To

viak nepfedstavuje zadny problém, jelikoz hodnoty 3 jsme odhadli obvyklym zptisobem

jiz diive a exponencialni transformaci dokazeme snadno provést s pomoci kalkulacky nebo

A

tabulkového editoru. Pod exp (/3) si tedy muzeme predstavit néjaka konkrétni ndm znama
¢isla.

Interpretace hodnoty exp (50) je analogicka k interpretaci absolutniho ¢lenu v klasic-
kém linedArnim modelu. Jde o o¢ekdvanou hodnotu proménné Y za predpokladu,
ze se vSechny regresory X; az X rovnaji nule. Vyplyva to z faktu, ze jakékoli ¢islo

umocnéné na nultou se rovna jedné a exp (Bo) -1 se opét rovna exp (30). Odhady exp ( BAI) az

16 Oznacenim log v téchto skriptech myslime pfirozeny logaritmus, tedy logaritmus o zédkladu e ~ 2.718.
Pokud bychom se rozhodli zvolit jiny zaklad, napiiklad 10, musime jim Eulerovo ¢islo e nahradit ve vSech
vypoctech.
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exp (ﬁk) pak ¥kaji, kolikrat v priméru vzroste hodnota Y, kdyZ hodnota daného
regresoru vzroste o jednicku.

Zéména o kolik za kolikrdt muze byt ze zacadtku matouci. Demonstrujme si proto
popsany postup na prikladu. Zvolme tentokrat téma mimo obor psychologie.

Predstavme si, Ze jsme v 1été roku 2019 koupili byt v Olomouci. Mtizeme se tazat, jestli
to byla ve srovnani s jinymi byty v tomtéz mésté dobra koupé, nebo naopak jsme prodejci
zaplatili vice, nez co odpovida bézné cené bytu. Za timto tcelem jsme z webovych stranek
nejvétsiho prodejce nemovitosti zkopirovali vsechny nabidky prodeje byti v Olomouci,
které byly k dispozici od cervence do listopadu. Celkem jsme tak ziskali bezmala 1600

zaznamu.

Cena bytu je dana mnoha faktory. Pro jednoduchost ptrikladu vénujme pozornost jen
témto: podlahova plocha, pocet pokoji, samostatnd kuchyn (+1 nebo +kk), tiida ener-
getické naroc¢nosti, stav bytu a pritomnost balkonu nebo terasy.

Dany priklad bychom mohli fesit jako klasickou regresi nebo jako regresi log-normalni.
Histogram proménné cena (viz obrézek 19) naznacuje, ze zdvisle proménnd sice vykazuje
kladné zesikmeni, ale ne tak zasadni, aby vzhledem k rozsdhlému souboru zneplatnilo
vysledky statistickych testi. Obé varianty toho, jak situaci modelovat, jsou odiivodnitelné.
Pri rozhodnuti zvazme, ktera z téchto vét nam dava vétsi smysl: Za balkon si v pruméru
priplatite 140 000 K¢ nebo Balkon zvysuje cenu bytu v priméru o 5 %. Priklonme se

k druhé varianté (ac i ta prvni mize davat smysl), a zvolme tedy log-normélni regresi.

Obrazek 19: Histogram ceny bytu a jejiho logaritmu
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Cena bytu v milionech K¢ Logaritmus ceny bytu

Uvedené hodnoty jsou skuteéné zdznamy z webu s realitami, nikoli simulovana data.
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Tabulka 10: Odhady koeficientti log-normalniho modelu

Regresor Efekt exp(f) & t(1575) p-hodnota
Pocatek 2212135 K¢é¢ 14.61 574.36 < 0.001
Podlahovéa plocha 7% 1.07 0.07 25.46 < 0.001
Samostatna kuchyn —12% 0.88 —0.13 —7.02 <0.001
M4 balkon / terasu 5% 1.05 0.05 4.80 < 0.001
1 pokoj —-22% 0.78 —-0.24 —-13.92 <0.001
2 pokoje 0% (ref)
3 pokoje 17% 1.17 0.16 12.78 < 0.001
4 a vice pokoju 18% 1.18 0.17 6.81 < 0.001
Energeticky nendroény (A-B) 6 % 1.06 0.05 2.19 0.029
Energeticky stiedné ndro¢ny (C-F) 0% (ref)
Energeticky narocny (G) —2% 0.98 —-0.02  —0.98 0.326
Novostavba / projekt 27 % 1.27 0.24 7.68 < 0.001
Velmi dobry / rekonstruovany 18 % 1.18 0.16 9.30 < 0.001
Dobry 0% (ref)
Pred rekonstruket 5% 0.95 —-0.06 —1.38 0.168

Hodnoty ve sloupci efekt byly vypocitany jako (exp(f) — 1) - 100 % a fikaji, o kolik procent
se zvysi cena, vzroste-li hodnota daného regresoru o jednicku. Ve vysledcich jsou uvedeny pro
prehlednost i referen¢ni drovné nomindlnich regresori. Jako paradox se muze jevit to, ze byty
se samostatnou kuchyni jsou levnéjsi nez ty s kuchynskym koutem. Skutecné nejde o chybu, ale
o trend zndmy z mnoha mést v CR.

Zavisle proménnou tedy bude log(cena). Regresory pouzijeme tak, jak je bézné, jen
pro prehlednost regresor rozloha bytu zmensime o 60 a vydélime 10. Absolutni ¢len tak
bude vypovidat o 60metrovém bytu a nové vznikly regresor bude tikat, o kolik desitek
metri se rozloha daného bytu lisi od 60 metri. Za referenéni skupinu zvolime byt 2 + kk,
energeticky stfedné narocny, v dobrém stavu, bez balkonu. Odhady regresnich koeficienti
obsahuje tabulka 10.

Vysledky fikaji, Ze pokud bychom se bavili o bytu 2 + kk o rozloze 60 m? energeticky
stredné naroc¢ném, v dobrém stavu, bez balkonu, pak mutzeme ocekavat cenu priblizné
2 212 135 K¢.

Pokud jsme vsak koupili novostavbu 3+ kk o rozloze 80 m?, ktera je energeticky nené-

rocna a ma balkon, pak bychom postupovali nasledovné. Vezméme vychozi cenu e:xp(@o).
Za to, ze jde o tripokojovy byt, tuto ¢astku vynasobme ¢islem 1.17. Za nizkou energetic-
kou naroc¢nost ¢islem 1.06 a za to, Ze jde o novostavbu, ¢islem 1.27. Déle ndm cenu o 5 %
zvedne fakt, Ze byt ma balkon, budeme tedy nasobit jesté ¢islem 1.05. Posledni tprava je
zahrnuti plochy. Nas byt je o 2 desitky metrii vétsi, nez bylo na zacatku stanovenych 60

m?2. Cenu musime vynésobit ¢slem 1.07 za kazdych 10 metri navic. Budeme tedy nésobit
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¢islem 1.072 = 1.14. Kdyby maél popisovany byt rozlohu tfeba jen 30 m?, pak bychom
nasobili ¢islem 1.0773 = 1/1.07% = 0.81.

Postup je tedy podobny tomu, co jiz zname, jen s tim rozdilem, Ze kde jsme driv
pouzivali znaménko plus, tam pouzijeme krat, a kde jsme pouzili znaménko krat, tam
umocnujeme. Pokud vam tento postup pripadd neintuitivni, muzete spocitat predikeci
log(f/) primo z parametra B tak, jak jsme zvykli, a az samotny vysledek exponencialné
transformovat. Obé cesty nas dovedou ke stejnému TesSeni.

Oc¢ekavanad hodnota naseho bytu 3 + kk o 80 m? ndm vyjde 4 159 964 K& Pokud

nejsme spokojeni s bodovym odhadem, mizeme vypocitat predikéni interval. Jednoduse to

A,

muzeme udélat tak, Ze vypoc¢itame predikéni interval pro log(Y') a obé meze exponencialné
transformujeme. KdyZ budeme hledat napiiklad 80% predikéni interval, nalezneme po
tpravé hodnoty (3 304 955 K¢, 5 236 167 K¢).

Nez se pustime do premysleni nad tim, zda jsme prodélali, nebo vydélali, zamysleme

se nad jesté jednou vlastnosti log-normalnich modeli. Nase predikce je vytvorena tak,

A

aby co nejpresnéji vystihla stfedni hodnotu proménné log(Y'). Tu kdyz transformujeme,
nebude nas odhad jiz patfit stfedni hodnoté (tedy prumérné cené), ale hodnoté medidnové.
S timto faktem nékdy muzeme byt spokojeni, ale pokud bychom chtéli fict, kolik v primeru
byt s danymi parametry stoji, pak budeme muset vysledek jesté upravit. Lze dokazat, ze
N

tiprava, kterd z naseho odhadu udéld odhad stiedni hodnoty, ma podobu exp(log(Y')+ =),

kde S? je odhad rezidudlniho rozptylu log-normalniho modelu.

Pokud jsme v naSem ptipadé odhadli S? rovné hodnoté 0.032, pak je poctiva pre-
dikce stfedni hodnoty rovna ¢islu 4 227 278 Ké. Meze 80% predikéniho intervalu bychom
upravili analogicky na (3 358 434 K¢, 5 320 896 K¢). Pokud nés zakoupeny byt stal,

dejme tomu, 3.3 miliony korun, pak nas muze hiat u srdce, zZe jsme koupili jeden z 10 %

nejpodhodnocenéjsich byt.
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10 Krokova a hierarchicka regrese

V predchozich kapitolach jsme predpokladali, ze statisticky model vznika najednou — tedy
ze presné vime, které regresory do néj chceme zaradit, a pak se teprve ptame po jejich
vahach. V této kapitole se seznamime s dvéma pristupy, které, a¢ jsou vzajemné znacné

odlisné, maji spole¢né to, ze vytvari statisticky model po krocich.

10.1 Krokova regrese

Predstavme si situaci, kdy mame velké mnozstvi regresorti, z nichz nékteré v modelu hraji
nezastupitelnou roli a jiné nase predikce nijak nezptresnuji. Zejména tehdy, pokud chceme
nas model pouzit k délani predpovédi, nikoli zkoumani vztahtt mezi proménnymi, ocenime
jednoduchy, avsak presny model, ktery obsahuje pouze takové regresory, které nam prinasi
uzitek. K tomuto cili nds muze dovést krokova regrese (stepwise regression). Krokovou
regresi muzeme realizovat dvéma postupy: zpétnou metodou a doprednou metodou.

P1i vyuziti zpétné metody (backward elimination) zaéneme s pivodnim navrzenym
modelem, ktery obsahuje vSechny regresory, které mame k dispozici. Nasledné hledame
takovy regresor, ktery ma v modelu nejmensi vahu, a tazeme se, jestli jeho zarazeni nebylo
zbytecné. Pokud usoudime, Ze tento regresor skuteéné neptinasi zadné zpresnéni, z modelu
jej vyradime. Poté model zkontrolujeme znovu a opét hledame takovy regresor, ktery by
bylo mozné vyradit. Postup opakujeme, dokud v modelu neni zadny regresor, ktery jsme
vyhodnotili jako zbytecny.

Naopak metoda dopfednd (forward selection) zac¢iné s modelem bez regresort a hle-
da, kterd z nezavisle proménnych, jez mame k dispozici, by predikéni schopnosti modelu
nejvice zlepsila. V pripadé, ze existuje proménna, ktera poskytuje dostatecné zpresnéni,
do modelu ji pridame. Postup opét opakujeme do té doby, nez zjistime, ze zadna dalsi
proménnd, kterou bychom mohli do modelu pridat, jiz zlepseni nepfinasi.

P1i posuzovani, ktera proménnd prinasi dostatecné zpresnéni, mizeme pouzit nékolik
kritérii. Ve statistickych programech to je nejcastéji hodnota statistiky F' testu srovna-
vajictho presnost modelu, ktery dany regresor obsahuje, s podmodelem, do kterého tento
regresor zafazen neni. Pokud je nastavena nizka hodnota, budeme v modelu ponechavat
i ty regresory, které nejsou statisticky vyznamné, naopak vysoké hodnoty zachovavaji jen
regresory s velmi malymi p-hodnotami.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze zpétnd i dopfednd metoda vede ke stejnému
vysledku. Ve skutec¢nosti tomu tak vzdy byt nemusi. Existuji situace, kdy mame vice
regresori, z nichz kazdy sam o sobé prinasi jen malé zpresnéni. Pokud se vSak octnou
v modelu spolecné, tak presto, ze jsme nepridali jejich interakci, prinasi citelné zpresnéni.

Takovato skupina by nebyla do modelu zahrnuta pomoci doptedné metody, jelikoz ta
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pridava regresory po jednom a zadny z kandidat by vstupni kritérium nesplnil. Naopak
metoda zpétného vyrazovani by celou skupinu v modelu zachovala, jelikoz odstranéni
libovolného regresoru by vedlo k propadu presnosti.

Krokova regrese je v nékterych situacich vitanym pomocnikem pro tvorbu modelu, fada
statistika ji vSak opravnéné kritizuje. Problém tkvi v tom, ze pri hledani nejucinnéjsich
regresoru prosévame vsechny mozné kandidaty a snadno zaménime dobry regresor s falesné
pozitivnim nalezem — tedy regresorem, ktery ve skutecnosti citelné zpresnéni neprinasi,
ale dilem nahody se tak v nasem souboru jevi. Pti obvyklé regresi bychom pravdépodobné
zpozornéli v situaci, kdy tieba z padesatky regresorti identifikujeme tii jako statisticky
vyznamné, jelikoz pri pétiprocentni hladiné vyznamnosti na kazdych dvacet statistickych

testil za platnosti nulové hypotézy pripada v primeéru jeden falesné pozitivni vysledek.

2
adj.’

Také by nas nejspis varovala hodnota R ;. , ktera by se zfejmé povazlive lisila od klasického
R?. Pokud vsak pouZijeme krokovou regresi, ziskdme elegantni model se tfemi regresory,
jejichz vyznamnost nés zirejmé zpochybnit nenapadne.

Pokud i pres tuto zradnou vlastnost krokové regrese chcete tento postup pouzit, pre-
¢tete si kapitolu 12 o rizicich preuceni modelu a cestach, jak jim celit. Kiizova validace je

totiz dobrym lékem na vSechny zminované problémy.

10.2 Hierarchicka regrese

Podobné jako pri dopredné krokové regresi, i pri hierarchické regresi pridavame do modelu
regresory postupné. Na rozdil od krokové regrese, kterd je takzvané rizend daty (data dri-
ven), je hierarchickd regrese rizend teorii (theory driven). Pii rozhodovani o tom, v jakém
poradi budeme pfti hierarchické regresi pridavat regresory, nehledime na jejich statistickou
vyznamnost, ale nase rozhodnuti je dano racionalné s oporou v teorii, ze které vychazime.
Typicky regresory rozdélime do nékolika skupin, které do modelu v predem urceném
poradi pridavame. Pti kazdém kroku pak zkoumame statistickou vyznamnost mnozstvi
vysvétleného rozptylu (zna¢ime AR?).

V jedné studii jsme se napiiklad tazali, jestli je kreativni tspé$nost (tzn. mnozstvi
a kvalita kreativnich pocint, které jedinec za svij zivot vykonal) ovlivnéna dvéma méné
znamymi rysy s nazvem systemizace a empatizace (pro podrobnosti viz teorie Simona
Barona-Cohena). Do modelu se zavisle proménnou kreativni ispésnost jsme kromé skéru
systemizace a empatizace zaradili i pohlavi a zejména vék respondentil, jelikoz obé tyto

proménné muzou hrat vyznamnou roli. Také bychom se ale mohli tazat, jestli pripadny

2/ s

znamymi osobnostnimi dimenzemi velké pétky, u kterych jiz byla dolozena korelace s kre-
ativitou, a neni-li tedy uplné zbytecéné je do nasich ivah zahrnovat. Hierarchicka regrese

by mohla mit nasledujici podobu.
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V prvnim kroku porovname model bez regresort s modelem, ktery obsahuje jen regre-
sory pohlavi a vék. Pokud bude rozdil v presnosti modeli vyznamny, pak miizeme Fict, ze
tyto zakladni biologické charakteristiky souvisi s kreativitou. V druhém kroku porovname
model s regresory pohlavi a vék s modelem, do kterého pridame obecné osobnostni dimenze
velké pétky. Opét se tazeme, jestli doslo ke statisticky vyznamnému zlepsSeni predikénich
schopnosti modelu. Pokud ano, muzeme konstatovat, ze obecné dimenze osobnosti souvisi
s kreativni tispésnosti jedince. Navic bychom uvedli, kolik procent rozptylu nad ramec za-
kladnich biologickych charakteristik osobnostnf profil vysvétluje (tzn. AR?). Posledni krok
je pro nas nejzajimavéjsi. Porovname model obsahujici regresory vék, pohlavi a dimenze
velké pétky s modelem, do kterého navic priddme proménné naseho zdjmu — systemati-
zaci a empatizaci. Ovérime statistickou vyznamnost a spoc¢itame, o kolik vzrostlo procento
vysvétleného rozptylu tentokrat. Hypotéza, jejiz platnost testujeme, fikd, ze empatizace
a systemizace prinasi néjaké relevantni informace o kreativité jedince nad ramec toho, co
jiz vime diky jeho pohlavi, véku a obecnym dimenzim osobnosti. Timto postupem ové-
fujeme inkrementalni validitu konstruktu systemizace a empatizace. Pokud by v tomto
testu neuspély a do modelu by jiz novou informaci neprinesly, znamenalo by to, Ze tyto
dvé proménné nejsou ve vyzkumu kreativity relevantni vzhledem k tomu, co jsme schopni
popsat s vyuzitim jiz zazitych konstrukti.

Ve vétsiné piipadi si vystacime jen s dvéma kroky, kdy v prvni skupiné regresorti
jsou ty, které jiz zname a nejsou predmétem naseho zajmu, zatimco v druhé jsou ty,
jejichz vliv chceme prozkoumat. Pokud by v druhé skupiné byl jediny regresor, nemusime
hierarchickou regresi pouzivat, jelikoz test podmodelu by splyval s testem pomoci Waldovy

statistiky. Hierarchické regrese je povazovana za velmi poctivy pristup pti praci s daty.
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11 Odstranéni vlivu vybranych proménnych

Predstavte si, ze si kladete odvékou otazku, do jaké miry je inteligence clovéka ovliv-
néna dédicnosti. Naivni pristup by nas dovedl k jednoduchému vyzkumnému designu,
kdy bychom otestovali 1Q testem déti urcitého véku i jejich rodice. Mezi obéma velici-
nami bychom pochopitelné nalezli tésny vztah. Je to ovSem odpovéd na nasi otédzku?
Neni, jelikoZ rodice kromé toho, Ze détem preddvaji néjaké biologické dédictvi (zejména
prostiednictvim gentl), je zdroven vystavuji podnétim, které se muzou napii¢ rodinami
vyrazné liSit a nejspis inteligenci ditéte ovliviuji. Nasnadé je feseni, které by bylo meto-
dologicky (i eticky) problematické — ptimét rodice, aby kupovali détem stejné mnozstvi
hracek, knih, prihlésili je do stejného mnozstvi krouzki, dali do stejnych skol, a poskytli
jim stejné mnozstvi mista v pokojicku atp. Mnohem snaze bychom tento tikol uchopili
matematicky:.

Stacilo by u kazdého ditéte kromé jeho IQ) a IQ jeho rodi¢ti zmapovat rozmanité
faktory, které se mtizou na utvareni inteligence podilet, a proménnou IQ ditéte nasledné
od vlivu pochézejicich z prostiedi ocistit.

Toto ocisténi provedeme ne prekvapivé pomoci linearniho modelu, kdy jako zavisle
proménnou Y pouzijeme tu vlastnost, kterou budeme ocistovat, a za regresory X vsechny
faktory, jejichz vliv chceme zohlednit. Mozna prekvapivé jsou nové, ocisténé hodnoty 1Q
déti rezidua tohoto modelu, jelikoz rezidua tikaji, o kolik si dité vede v testu lépe nebo
hiire, nez bychom ¢ekali s prihlédnutim k prostredi, ve kterém vyrtistalo.

Kromé toho, ze si pro jakékoli dalsi vypocty ulozime takto porizena rezidua, muzeme
provést jednu kosmetickou tpravu. Rezidua maji vzdy pramér 0, coz ¢asto (tfeba préavé
v pripadé 1Q) neni moc smysluplnd hodnota. Muzeme proto ke kazdému ulozenému re-
ziduu pfic¢ist primérnou hodnotu Y (nebo jinou smysluplnou hodnotu, tfeba 100), ¢imz

vratime nové ziskanou proménnou na puvodni droven.

Jinym prikladem odstranéni vlivu rusivych proménnych miize byt prace s fyziologic-
kymi daty. Predstavte si situaci, kdy s pomoci elektroencefalografu (EEG) méfite mozko-
vou aktivitu probanda, kterého vystavujeme urcitému podnétu. EEG reaguje velmi nespe-
cificky a misto sledovaného potencidlu mizeme snadno namérit zmény napéti zptisobené
naptiklad motorickou aktivitou. Typickym zdrojem artefaktt je ¢innost okohybnych svali,
jejichz stopy jsou patrné zejména tehdy, kdyz tiloha neumoziiuje pouzit fixacni kiiz (tfeba

pii Tizeni auta). Jednoduché feseni opét poskytuje linedrni model®”.

17 Pokud bychom se timto problémem zabyvali hloub&ji, zjistime, Ze v praxi existuje fada mnohem

pokrocilejsich a u¢innéjsich postupti, které tento problém resi.
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Obrazek 20: Signal EEG a EOG
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Do experimentu bychom kromé elektrod EEG zapojili i elektrookulograf (EOG). Po-
kud pouzijeme dvé dvojice elektrod EOG, mizeme sledovat zvlast vertikalni a zvlast
horizontalni pohyby oka. VSechny namérené udaje ilustruje obrazek 20. Kromé udajt
z jednoho kanalu EEG je zde vykreslen i prubéh, ktery ocekavame, ze budeme pozorovat.
Téazeme se, do jaké miry kopiruje signal EEG nase oc¢ekavani. Jiz ted pozorujeme pomérné
slusnou shodu — korela¢ni koeficient EEG a oc¢ekavanych hodnot je 0.69. Na prvni pohled
vsak vidime, ze v naméreném prubéhu je pritomna fada dalsich artefaktt, které mutzou
byt zpiisobeny pravé ocnimi pohyby.

Oba tdaje o pohybech o¢i mizeme z puvodniho EEG odstranit pomoci linedrniho
modelu. Ten bude mit tvar EEG = [y + 1EOG,, + 5,EOG, a v nasem pripadé bude
schopen vysvétlit (odstranit) 24 % rozptylu EEG. Rezidua z tohoto modelu jsou signalem
z EEG ocisténym od hodnot EOG. Pro snazsi grafickou prezentaci mizeme k témto rezi-
duim (kterd maji z definice prumér 0) pfic¢ist néjakou konstantu, tfeba puvodni pramér
nebo prumér naseho ocekavani (tuto situaci znézornuje obrazek 21). Korelaéni koeficient

vzrostl na hodnotu 0.82, coz dava nasi hypotéze jesté vétsi podporu.
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Obrazek 21: Ocistény signal EEG
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11.1 Parciilni a semiparcialni korelacni koeficient

Ocisténé hodnoty obvykle pouzivame v dalsich vypoctech, s ¢imz se vazou dva pojmy. Po-
jmem parcialni korelacni koeficient oznacujeme Pearsonuv korelacni koeficient spocitany
mezi dvéma proménnymi, kdy jsme z obou jesté pred vypoctem odstranili vliv sady jedné
nebo vice proménnych. Pokud bychom toto ocisténi provedli jen na jedné z téchto dvou
proménnych, pak hovorime o semiparcidlnim korelacnim koeficientu (ten jsme pocitali
i v prikladu s EEG vyse).

Statistické programy obvykle nabizi vypocet parcialniho korelacniho koeficientu jako
samostatnou funkci a neni potfeba vytvaret linearni model a ru¢né délat vsechny mezi-
kroky. Pokud nicméné celou proceduru z néjakého divodu potrebujeme provést rucné,
meéli bychom vzit v potaz malou zménu tykajici se ovérovani statistické vyznamnosti to-

hoto koeficientu. Vzorec pro vypocet testové statistiky 7" se zméni do podoby

Ryzx
T=——=k—Vn—k—2~t, 1o
V1— Ryzx
kde k oznacuje pocet faktort, jejichz vliv jsme odstranovali (v piikladu s EEG tedy
k =2), a Ryzx je parcialni korelacni koeficient mezi proménnymi Y a Z s odstranénim

vlivu proménnych X = (X, X, ..., X;,)'%.

18 Rada statistickych programti tento maly rozdil nicméné zanedbévé a pouziva obvykly vzorec pro
test vyznamnosti Pearsonova korela¢niho koeficientu. Taky dodejme, Ze v konkrétnim prikladé s EEG by
uvedeny statisticky test nebyl presny, jelikoZz se nejedna o sadu nezavislych pozorovani, ale o takzvanou
casovou 1adu. Tézko v tomto kontextu muzeme predpokladat nezavislost ndhodnych slozek jednotlivych
pozorovani.
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12 Problém preuceni a krizova validace

Pr1i tvorbé modelu mame k dispozici Siroké spektrum moznosti. Muzeme se rozhodovat,
které regresory do néj zaradime, jaké interakéni ¢leny prvniho ¢i vyssiho radu pridame,
zda budeme spojité proménné modelovat jako linearni, kvadratické ¢i v mocninach jesté
vyssich fadi. Pomérné snadno miizeme sklouznout k tomu, ze vytvorime tak kosaty model,
ze nam ve skutecnosti jiz viibec zadnou informaci neposkytne.

[ustrujme to prikladem. Opét se vratime k datim z tabulky 1 o Agaté, Otokarovi
a dalsich Sesti spoluzacich. Zjistili jsme, ze predpovidat vysledek zapoctového testu po-
moci poc¢tu hodin, které student vénoval pripravé, je vcelku racionalni postup. Co kdyz
ale opustime predpoklad, Ze pozorovany vztah je linearni, ale budeme ho modelovat jako
kvadraticky pomoci pridani regresoru pocet hodin na druhou? A co kdyz ndm toto nebude
stacit a pridame dale regresor pocet hodin na treti, abychom modelovali vztah jako ku-
bicky? Tak bychom mohli pokracovat a pridavat regresor pocet hodin ve vyssich a vyssich
mocninach, az po hodnotu k. Vysledky budou pomérné presvédcivé — s pridanim kazdého
dalsiho regresoru R? vzroste. Jakmile dosdhneme k& = 7, bude R? rovno 100 %. Model
tedy dosahne dokonalé shody s daty.

Nejspis namitnete, ze na pouhych 8 pozorovani jsme do modelu zaradili prilis moc
parametrii (pti k¥ = 7 jich odhadujeme 8). Na toto nds upozorni i hodnota RZ, , kterd

adj.»

2

zaéne povazlivé klesat, pokud je regresorti v modelu pili§ mnoho. Vyvoj hodnot R? i R4

pri postupném pridavani regresort znazornuji fialové cary v obrazku 22.

Obrazek 22: Vyvoj hodnoty koeficientu determinace pri riznych poctech regresorii
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V praxi je ale situace ¢asto mnohem méné prehledna. Pokud pfi tvorbé modelu pro-
chazime velkym mnozstvim potencidlnich kandidati (tfeba tak, jak jsme zvykli z kapitoly
o krokové regresi), snadno vyrobime model, ktery obsahuje jen nékolik malo regresoru (a
tedy Rgdj_ zustane vysoké) a pritom se s daty shoduje velmi tésné. Pro ¢tenafe je velmi
tézké zpochybnit kvalitu daného modelu, jelikoz vsechny kvantitativni ukazatele mluvi
v jeho prospéch, a informace o tom, z kolika potencialnich kandidati byl findlni model
vybran, ndm zlstava obvykle utajena.

Problém, kterému zde ¢elime, se oznacuje jako preuceni, nebo téz prefitovani (over-
fitting) modelu. Pfeucenim se obecné rozumi to, ze nase odhady parametri jsou dokonale
prizptusobené nasim dattm, ale uz nebudou odpovidat jakymkoli novym datim. Pokud
tedy nékdo nas vyzkum zopakuje, nebude jeho vysledek ten nas pripominat ani vzdalené.

Co se déje pfi preuceni, znazornuje obrazek 23. Jako ¢ervené body jsou zde znazorné-
ni studenti naseho souboru a oranzovofialové kiivky predstavuji ocekdavané vysledky dle
jednotlivych modeli. Jak je patrné, model linearni, kvadraticky i kubicky se v daném
piipadé chova skoro stejné, a vSechny tedy poskytuji skoro stejné hodnoty R%. U k = 4
se vSak zacne dit zvlastni véc — regresni krivka zacne kolisat v Sirokém rozpéti nizkych
i vysokych hodnot a pti k > 4 opousti jakékoli rozumné meze. Ktivka z modelu s k =7

prochazi bezchybné vSsemi osmi body, nicméné za cenu extrémniho kolisani.

Obrazek 23: Pozorované hodnoty a regresni kiivky jednotlivych modeli
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V nasem ptikladu odhalime pritomnost preuceni jedinym pohledem na obrazek 23,

vvvvvv

staté jedinym G¢innym fesenim problému preuceni je takzvana kiizova validace (cross-

validace). Kiizova validace vychézi z ivahy, Ze neni dobry napad ovérovat kvalitu modelu
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na stejnych datech, na kterych jsme odhadovali jeho parametry. Pfed jakymkoli vypoctem
proto soubor rozdélime na dva podsoubory: trénovaci a testovaci. Pro odhad parame-
tri pouzijeme pouze pozorovani z trénovaciho souboru, ale kvalitu shody s daty budeme
ovérovat jen na prvcich souboru testovaciho.

Testovaci soubor byva obvykle o néco mensi nez trénovaci. V nasem piipadé nebu-
deme délit osm pozorovani na dvé skupiny, ale do souboru pridame dalsich 42 spoluzakt
Agaty a Otokara. V obrazku 23 jsou znaceni jako sedd kolecka. Mtzeme vidét, ze ¢im
se nas model miize vic prizpisobit trénovacimu souboru, tim se vic vzdaluje od souboru
testovactho. V obrazku 22 oranzova kiivka znazoriiuje vyvoj R? poc¢itaného na testovacim
souboru. Ze zacatku vychazi velmi obstojné (shodou okolnosti dokonce o néco lépe néz
na trénovacim souboru). Od k = 4 ale dochézi k rapidnimu propadu a pro k =6 a 7 uz
prakticky nedokaze vysvétlit viibec zadny rozptyl.

Provedeni kiizové validace vyrazné zvysuje vérohodnost nasich vysledkt. V psychologii
sice tento postup neni prilis oblibeny, ale v fadé jinych oboru (zejména v rdmci strojo-
vého uceni'?) je kifZova validace nezbytny krok a jeho vynechdnim autor své vysledky
diskvalifikuje z jakékoli diskuze®.

V pripadé potreby si vystacime s kiizovou validaci tak, jak je popsana v téchto skrip-
tech. V odborné literature nicméné muzeme narazit na sofistikovanéjsi metody kiizové
validace. Naptiklad oblibend metoda oznacovana jako K-nasobnd (K-fold) kiizova vali-
dace rozdéluje soubor na K stejné velkych podsouborti. Postupné se vsech K podsoubort
vystrida v roli testovaciho souboru, zatimco zbyvajici pozorovani vzdy hraji roli trénovaci

sady. Ziskanych K odhad presnosti modelu pak zprimeérujeme.

19 Strojové udeni se zabyvéa tvorbou vysoce komplexnich modeld, které maji za kol nachdzet spravné
feSeni (predikei) v rdmci naroénych problému. Oblibenou t¥idou modelt jsou pak umélé neuronové sité,
které bézné obsahuji stovky az tisice parametrti — preuceni je zde proto tstfednim tématem.

20 Déivodem malého uziti kifzové validace v psychologii je to, Ze zde obvykle vytvaiime modely za
ucelem testovani statistické vyznamnosti vybranych regresort, nikoli pro tucely predikce. V pripadé, ze je
statisticky model preuceny, odhady smérodatnych odchylek jednotlivych parametri neimérné nartstaji
a je jen maléd Sance, ze bude nalezen néjaky signifikantni vztah. Potencialni riziko falesné pozitivniho
nélezu tedy klesa.
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13 Modifikace metody nejmensich ctverci

Metoda nejmensich ¢tverct je univerzalnim nastrojem pro praci s daty. V praxi vsSak
muzeme narazit na situace, kde ndm tento postup ve své zakladni podobé nestaci. V téchto
situacich ndm nékdy mizou pomoci nékteré z modifikaci metody nejmensich ctvercu.

Zminme alespon dva takovéto postupy.

13.1 Zobecnéna metoda nejmensich ctverct

Jednim ze zakladnich predpokladi pro pouziti metody nejmensich ¢tvercia bylo to, ze
vsechna meéreni jsou realizovana se stejnou presnosti a ze po zohlednéni vlivu regresorii
jsou libovolna dvé pozorovani na sobé nezavisla. Pokud bychom tedy znali varianéni ma-
tici nahodné slozky modelu, ozna¢me ji 3, opakovala by se na jeji diagondale stale tataz

2

hodnota o7

(rezidudlni rozptyl) a mimo diagondlu by byly nuly (tedy nulové kovariance
libovolnych dvojic pozorovani). Matici sigma si mtizeme predstavit jako soucin o2 a n&jaké
matice V. Jsou-li dodrzeny zminované podminky uziti metody nejmensich ¢tverct, pak

by matice 3 a V pro mali¢ky soubor o ¢tyfech pozorovanich (n = 4) vypadaly takto:

o2 0 0 0 1000
lo 20 ol L lo1oo]
=10 062 0| % o010 %Y

0 0 0 o 0001

€

Matice V ma tedy podobu takzvané jednotkové matice. Co kdyz popisovana podminka
ale neni splnéna? Matice V potom muze rizné ménit svou podobu. Nejcastéji se setkame
se situaci, kdy mimo diagonalu ztistanou nuly, ale diagondla bude obsahovat rozmanité
hodnoty. Takovato situace by vyjadrovala stav, kdy sice jsou jednotlivd méreni nezavisla,

ale maji riznou presnost. Napriklad matice

1000
0100
V_OOQO
000 2

by popisovala situaci, kdy jsou prvni dvé méfeni u¢inéna s dvojnasobnou presnosti (tedy
poloviénim rozptylem) nez druh& dvé méreni. Mohlo by jit tfeba o situaci, kdy jednot-
livd pozorovani jsou priumérné hodnoty namérené na rizné velkych skupindch. Diagonalni
prvky matice V by pak odpovidaly prevracenym hodnotam rozsahii jednotlivych skupin.
Ve statistickych programech byva tato moznost ipravy matice V dostupna prostfednic-
tvim vah jednotlivych pozorovani. Témito vahami se rozumi pravé prevracené hodnoty

diagonalnich prvkia matice V.
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V psychologii méné ¢asta moznost by se tykala matice V, ktera obsahuje nenulové hod-

noty mimo diagonalu. Slo by o situaci, kdy je porusen piedpoklad nezavislosti a jednotliva
pozorovani jsou vzajemné korelovana. Podminkou vsak je, Ze vime, v jakém poméru jsou

viici sobé jednotlivé rozptyly a kovariance. Naptiklad matice

1 -01 =01 -0.1
-01 1 -01 -0.1
-0.1 -01 1 —0.1
-0.1 -0.1 =01 1

V:

by popisovala ¢tyfi pozorovani mérena se stejnou presnosti a mezi libovolnou dvojici po-
zorovani existuje negativni kovariance odpovidajici jedné desetiné rezidualniho rozptylu.
At uZ pouzijeme jakoukoli?! matici V, odhad regresnich koeficienttt ziskdme pomoci

takzvané zobecnéné metody nejmensich ¢tvercti, kterd je popsana rovnici
B =(X'VIX)IX'V1Y

Odhad varian¢ni matice by se analogicky zménil do podoby
VAR(B) = S2(X'V'X) ™

Vsimnéte si, ze (klasickd) metoda nejmensich ¢tverci je jen specidlnim pripadem zobec-
néné metody nejmensich ¢tvercti, kdy V je jednotkovou matici. Jednotkova matice mé
totiz tu vlastnost, Ze jeji inverze je opét jednotkovou matici, a pokud jednotkovou matici

vynasobime jinou matici, nijak tim hodnoty jejich prvk nezménime.

13.2 Modely s podminkou

V kapitole 5.1 o testu podmodelu jsme predpokladali, ze jedind restrikce, kterou mizeme
omezit nas model, a vytvorit z néj tak podmodel, je to, Ze z néj odstranime jeden ¢i
vice regresori. Ve skutecnosti je toto jen jeden specialni pripad mnohem univerzalnéjsiho
a ucinnéjsiho postupu. Timto postupem je pouziti podminek na regresni koeficienty:.
Podminkou se rozumi urc¢ita restrikce, kterou vyrkneme ptred tim, nez provedeme od-
had regresnich vah. Podminkou by tifeba bylo to, kdybychom predpokladali, ze dva regre-
sory maji pfesné stejnou (a¢ neznamou) vahu: f; = (s, nebo to, Ze néktery z regresnich
koeficient® ma urcitou pevné danou hodnotu: g3 = 18. Do modelu mizeme pridat jakou-

koli podminku nebo skupinu podminek, které lze vyjadrit ve tvaru linedrni kombinace

21 Matice V tplné jakdkoli byt nemtize. JelikoZ je z ni odvozena varian¢ni matice, musi jit takzvané
o pozitivné definitni matici. Z matematického pohledu to znamena, ze tato matice ma kladny determinant,
respektive kladnd vSechna vlastni Cisla. My si to muzeme predstavit jako varianéni matici, ve které
nedochazi k zadnému paradoxu, jako je treba proménna s nulovym nebo zdpornym rozptylem nebo
kovariance vyssi nez umoznuji rozptyly dvou prislusnych proménnych.
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regresnich vah se rovnd urcité konstanté. Zapsano pomoci matic
BB+b=0

kde B je matice definujici linedrni kombinaci vah, b je vektor konstant a 0 je vektor

nul. Pouzijeme-li jako priklad dvé vyse uvedené podminky, pak by u modelu se ¢tyimi

regresory (So, 1, B2, f3) Slo o tyto hodnoty:

Bo

01 -1 0\|[s 0\ (0
00 0o 1)|s] {=18) = \o
3

Zapsano bez matic nase podminky tikaji 1 — s = 0a $3—18 = 0, tedy 5, = (52 a f3 = 18,
jak jsme chtéli.

Unikatnich podminek, které do modelu vlozime, nemize byt pochopitelné neomezené
mnozstvi. Ve chvili, kdy by jich bylo stejné jako pocet parametrii modelu, nezbyly by
zadné volné parametry k odhadu, a kdyby jich bylo jesté vic, model by zadné feseni ne-
meél. Zamérné zde pouzivame slovo unikatni, jelikoz ne kazdd podminka do modelu dalsi
restrikci skutecné pridava. Predstavme si, ze bychom do modelu pridali dalsi dvé pod-
minky: 51 = 0 a f3 = 0. Posledni uvedena podminka zjevné jiz zddné omezeni neprinasi,
jelikoz jsme jiz difve vymexzili, Ze 8, = 35 a 51 = 0, z ¢ehoz fakt, Ze 85 = 0, vyplyva?2.

Moznost pridani podminek nadm poskytuje kromé jesté vétsi svobody pii vytvareni
linearnich modeli i testovani pokrocilejsich statistickych hypotéz. Opét bychom vyuzili
test podmodelu, tentokrat bychom vsSak misto odebirani regresori z ptivodniho modelu
pridavali podminky. De facto je totiz odebrani regresoru presné totéz co omezeni jeho
vahy na hodnotu 0. Mezi hypotézy, které jsme diive nemohli testovat, by tireba patrila
hypotéza o tom, jestli maji dva regresory stejnou vahu nebo se jejich vahy lisi, nebo o tom,
jestli se néktery z regresnich koeficienti rovnéa néjaké pevné dané hodnoté.

Za kazdou unikadtni podminku, kterou jsme pridali do modelu, ziskavame zpét jeden
stupen volnosti, ¢ehoz si vSimneme pti vypoctu odhadu chybového rozptylu, ktery se
zméni do podoby

2 1 S

S e DI (e Ok

n—p+q;5

kde ¢ je pocet unikatnich podminek. To se promitne i do stupnii volnosti testové statistiky

I testu podmodelu:

AR?

_ h
F= 1_R2 ~ Ih n—p+q

model

n—p+q

22 Odpoveéd na otéazku, kolik mé model unikatnich podminek, nemusi byt vzdycky tak zjevna jako zde.
Pro presné urceni jejich poc¢tu muzeme vypocitat hodnost matice B, kterd poctu unikatnich podminek
odpovida.
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Cislo h tentokrat udévé, kolik jsme piidali unikétnich podminek, kdyZ jsme z modelu
odvozovali podmodel, ¢ je pak poc¢et podminek ptivodniho modelu (tzn. vétsinou nula).
Nejvetsi zména po pridani podminek se tyka podoby rovnic pro odhad parametri

B pomoci metody nejmensich ¢tvercu a odhad jejich varianéni matice, které se stanou

B = (1 —C'B (BC*lB')’1 B) C'X's'Y - C'B(BC'B') b

VAR(B) = C! - C'B/(BC"'B)'BC"!
kde
Cl'=X2'X)! a =5V

Odhady B jsou pak opét nejlepsimi nestrannymi odhady skute¢nych hodnot parametra
za platnosti stanovenych podminek.
I pres velkou uzitecnost tohoto pristupu vétsina standardnich statistickych programi

praci s linearnimi modely s podminkami neumoznuje.
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14 Testy kontrastti a k6dovani nominalnich regresort

V kapitole 4.1 jsme se seznamili se zptisobem, jak do statistického modelu zahrnout néjaky
nominélni regresor. Popisovany zpusob s vyuzitim indikdtorovych proménnych (dummy
variables) je ve vét$iné pripadi uspokojiva cesta. Ve skutecnosti existuje celd fada ji-
nych kédovani, po kterych mtizeme sahnout. Néktera nam muzou poslouzit jako elegantni
nastroj k testovani riznych komplikovanéjsich hypotéz tykajicich se srovnavani nékolika
skupin.

Kazdé teseni, které budeme v této kapitole probirat, aplikujeme na ukazkovou datovou
matici a interpretujeme nalezené koeficienty. Datova matice je tvorena 18 pozorovanimi, na
kazdém z nich jsme kromé zavisle proménné Y zaznamenali prislusnost k jedné ze skupin

a, b, ¢, d. Namérené hodnoty, rozsahy skupin a skupinové primeéry jsou nasledujici:

a: 9,53,16 Ne =3  §a=26
b: 77,10,143,42 =4 =68

c: 3,43,138,246, 180 ne=>5  §.=122
d: 284,133,169, 150, 141, 251 ng=6  i,= 188

Celkovy prumér ze vsech 18 hodnot bez ohledu na skupinu je y = 116 a prameér
primért, tedy (26 + 68 + 122 + 188) /4, je y = 101.

Indikatorové kdédovani
Pouzijeme-li ndm jiz znamé indikatorové kdodovani, uréime si jednu referencéni skupinu.
Reknéme, 7Ze jsme si zvolili skupinu a. Prvky patfici k jednotlivym skupindm bychom pak

kédovali pomoci indikatoru Xi, X5 a X3 nasledovné:

skupina X, X; X, X3

a 1 0 0 0
b 1 1 0 0
c 1 0 1 0
d 1 0 0 1

B, 26 42 96 162

V tabulce jsme pro nazornost vyznacili i sloupecek pocatku, ktery by v datech znazor-
nén nebyl, a také odhady koeficientit 5y, 51, B2 a (3. Koeficient By odpovidé pramérné
hodnoté v referen¢ni skupiné a (y, = 26). Koeficienty Bl, Bg a Bg pak tikaji po radé,

o kolik je vyssi prumeér ve skupiné b, ¢, respektive d ve srovnani se skupinou a.
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Kontrastové kédovani
Kontrastové kédovani (contrast coding) je velmi blizké indikatorovému kédovani. Opét
vyzaduje volbu referen¢ni trovné (pouzijeme zase uroven a). Tabulka kontrasti bude

vypadat nésledovné:

skupina X, X; Xy X3
1 1 1

a L= -1 3

3 1 1

b D T S

1 3 1

¢ L= 1 i

1 1 3

d e e

A

B 101 42 96 162

Z vysledku je patrné, ze ke zméné doslo jen u koeficientu g, ktery se ted rovna priauméru
prumért vsech skupin. Koeficienty i, f2 a 3 maji stejnou interpretaci jako v minulém

pripadé — srovnavaji danou troven s referen¢ni skupinou.

Souctové kédovani
Souctové kddovani (sum coding) vyzaduje podobné jako predchozi dvé kédovani volbu
jedné referencni urovné. Zvolme tentokrat tieba uroven d. Tabulka kontrastd by pak

vypadala nasledovné:

skupina X, X1 X X

a 1 10 0
b 1 0 1 0
c 1 0 0 1
d 1 -1 -1 -1
B, 101 —75 —33 21

Koeficient [y se opét rovna pruméru prumeéru vsech skupin. Koeficienty 51, 82 a 83 pak
rikaji, o kolik se odlisuje pramér dané skupiny od fy. Na rozdil od indikatorového kédo-
vani tedy nesrovnavame jednotlivé trovné s referen¢ni tirovni, ale s primérnou hodnotou
skupinovych primeéri. Ve vysledku chybi ta skupina, kterd byla zvolena za referencni.
Pokud bychom chtéli i ji srovnat s 3y, pak bychom museli urcit jinou referencni skupinu

a provést vypocet znovu.

Helmertovo kédovani
V pripadé, ze jsou kategorie regresoru ordinalné usporadané, mize byt na misté vyuziti

Helmertova kdédovani:
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Skupina XO Xl X2 X3

a 1 -1 -1 -1
b 11 -1 -1
c 10 2 -1
d 1 0 0 3
B; 101 21 25 29

Regresni koeficient absolutniho ¢lenu [ je opét roven priméru vsech skupinovych pri-
méru. Koeficient 8; srovnava prumér skupiny b proti skupiné a. Koeficient 35 pak prameér
skupiny ¢ proti priméru prumeéru skupin a a b. Analogicky (3 poskytuje srovnani skupiny
d proti pruméru prumeéru vSech predchozich skupin, tedy a, b a ¢. Drobnou komplikaci
muze byt to, ze pokud bychom zminované regresni koeficienty chtéli pouzit ke kvantifi-
kaci rozdilu mezi uvedenymi primeéry, museli bychom jejich hodnoty vynasobit ¢islem 2
u koeficientu Sy, ¢islem 3 u B3 a 4 u 3. Tedy naptiklad y, — 3y, = 68 — 26 = 42 = 2[3;.

Podobné pak y. — % =122 —47 =75 = 30,.

Abychom se vyhnuli této interpretacni neprijemnosti, muzeme Helmertovo kddovani

prepsat do nasledujici podoby:

skupina  Xo X; Xy X

1 1 1

a L =3 =3 -3
1 1 1

b Ly -3 3
2 1

d 10 o 3

B; 101 42 75 116

V obou pripadech bude vysledek testti statistické vyznamnosti jednotlivych regresort
identicky. Zménou bude pouze to, ze v druhém pripadé nemusime odhady koeficient
nasobit.

Polynomialni kédovani

Polynomialni kédovani vychazi z predpokladu, ze irovné a, b, ¢, d jsou nejen ordinalné
sefazené, ale maji mezi sebou i shodné vzdalenosti. Polynomialni kontrasty se pak neta-
zou po rozdilu mezi skupinovymi primeéry, ale zkoumaji, zda jsou priumeéry jednotlivych
skupin néjak smysluplné usporadané — naptiklad zda netvoii ptimku, parabolu atd. Nej-
vyssi stupen polynomu, ktery tento druh kédovani zkouma, je uréen poc¢tem srovnavanych

skupin. V nasem pripadé pujde o linearni, kvadraticky a kubicky vztah:
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Skupina XO Xl X2 X3

a 1 -3 1 -1
b 1 -1 -1 3
c 1 1 -1 =3
d 1 3 1 1

B, 101 271 6 0

Nalezené koeficienty (1, B2 a f3 nemaji na prvni pohled zfejmou interpretaci. Vyuzije-
me je zejména k testovani statistickych hypotéz. V nasem pripadé by signifikantné odlisny
od nuly vysel pouze koeficient (1, ktery indikuje pritomnost linedrniho vztahu. Pro exis-
tenci kvadratického a kubického vztahu jsme zadné dikazy nenasli.

Pokud by nas regresor mél jiny pocet tirovni nez 4, hodnoty kontrastii by se zménily.
V kazdém pripadé by vsak platilo to, ze hodnoty ve sloupci X; pochézi z ptimky, hodnoty
sloupce X5 z paraboly atp. Jednotlivé kody by nam nejspis poskytl statisticky software.
Dodejme, ze hodnoty v jednotlivych sloupcich také zavisi na pouzitém programu — v tomto
textu jsme dali prednost celym ¢isltim, jinde miize byt vsak uprednostnéno jiné kritérium.
Tato volba sice ovlivni hodnoty regresnich koeficientti, ale nijak se nedotkne nalezenych

p-hodnot.

Dalsi ad hoc kédovani

Ve skutecnosti existuje zptisobt, jak zakédovat nominalni proménnou, nekoneéné mno-
ho — pro kazdou hypotézu bychom si mohli néjaké vymyslet. Napriklad pokud bychom
chtéli z néjakého divodu srovnat, zda existuje rozdil mezi prameéry dvojic skupin a a b
proti ¢ a d, dale a a d proti b a ¢ a nakonec a a ¢ proti b a d, mohli bychom navrhnout

napiiklad tyto kontrasty:

skupina X() X1 X2 X3

a 1 1 1 1
b 1 1 -1 -1
& 1 -1 -1 1
d 1 -1 1 -1

B; 101 —54 6 —27

Pti tvorbé smysluplného kédovani nominélniho regresoru se musime drzet téchto pra-
videl: a) soucty hodnot v jednotlivych sloupcich tabulky pouzité ke kédovani se musi
rovnat 0, b) kontrasti bude o jeden méné nez je pocet trovni nominalniho regresoru
a ¢) kazda dvojice sloupct musi byt ortogondlni. Tuto vlastnost muzeme ovérit tak, ze
pijdeme postupné po radcich kédovaci tabulky a vzdy hodnotu z jednoho sloupce vyna-

sobime hodnotou z druhého sloupce. Soucet vysledkl se pak musi rovnat 0.
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Dalsi napady pri praci s nominalni proménnou
Pro zvidavého ¢tenére jesté zminme dalsi moznosti, jak pracovat s nomindlni promén-

nou. Zamysleme se nad nasledujicim kédovanim:

skupina X7 Xo X3 Xy

a 1 0 0 0
b 0 1 0 0
c 0 O 1 0
d 0 O 0 1

B; 26 68 122 188

Vsimnéte si, ze v tabulce schazi absolutni ¢len, ktery jsme do modelu nezaradili, a na-
opak zde jsou indikatorové proménné pro vSechny c¢tyfi srovnavané skupiny. Hodnoty
parametri lze obvyklym zptsobem odhadnout, ba co vic, budou velmi dobfe interpre-
tovatelné: rovnaji se primértim jednotlivych skupin. N4S model si miizeme predstavit
tak, ze obsahuje vlastné ¢tyri pocatky, pro kazdou skupinu jeden. Urcita nevyhoda je, ze
i v pripadé, kdy nas model obsahuje vice nez jeden nominalni regresor, miize byt takto
zakddovan pouze jeden.

Nas napad muzeme jesté rozvijet. Predstavme si, ze bychom chtéli vedle naseho nomi-
nalniho regresoru prozkoumat i vliv néjaké spojité proménné a predpokladali bychom, ze
tento vliv muze byt v kazdé skupiné jiny. Zkoumali bychom tedy interakci. Kdyz se bu-
deme drzet naseho ponékud méné konvenc¢niho modelu se ¢tyfmi pocatky, mizeme vlozit
novou spojitou proménnou také originalnim zptisobem — misto toho, abychom tuto pro-
ménnou pridali do modelu tak, jak je (tedy jako hlavni efekt), pfiddme pouze interakéni
¢leny. Ty ovsem budou ctyri, nikoli tTi, jak jsme zvykli — pro kazdou ze ctyrech skupin
jeden.

Zejména tehdy, kdyz prezentujeme jednodussi model posluchac¢im, kteri nejsou sezna-
meni s indikatorovym kédovanim, miize byt tento zplisob nejprehlednéjsim fesenim. Kromé
toho, ze koeficienty [, az (4 predstavuji pocatky v jednotlivych skupinach, maji koefici-
enty interakénich ¢lent (55 az fg) taky velmi pfimocarou interpretaci: kvantifikuji sklon

regresni primky v jednotlivych skupinach.
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15 Formaty long, wide a modely se smisenymi efekty

Zékladni kurzy statistiky nas naucily, ze obvyklym zpusobem jak formatovat datovou
tabulku je vyhradit radky jednotlivym probandim a do sloupct vepisovat sledované sta-

tistické znaky. Tento format byva oznacovan jako wide (Siroky). Toto vsak neni jedina

moznost reprezentace dat. Radu problémi uchopime mnohem obratnéji, kdy# data pre-
vedeme do podoby oznacované jako long (dlouhy). Rozdil mezi formaty a jejich uzitek
demonstrujme na nasledujicim prikladu.

V ramci psychofyziologického vyzkumu si klademe otazku, jakou roli hraje neuroticis-
mus v zatézové situaci. Mame hypotézu, ze jedinci vysoko skorujici na skale neuroticismu
budou vykazovat veétsi vzruseni pri feSeni frustrujictho tkolu ve srovnani s méné neuro-
tickymi jedinci. Miru vzruseni operacionalizujeme jako srde¢ni frekvenci mérenou EKG.

Kazdého probanda pripojime k EKG a zaddme mu postupné tfi stresujici tlohy: Stro-
opuv test, aritmetickou tlohu (hlasité odiikavani ¢isel v klesajici posloupnosti 300, 293,
286, 279...) a test verbalni fluence (vyjmenovavani co nejvic slov na zadané pismeno
v Casovém limitu). Mezi jednotlivé tkoly jsou zarazeny faze relaxace, kdy jsou proban-
dovi prezentovany uklidnujici stimuly. Fazi relaxace se zac¢ina i konci, kazdy proband tedy
prochézi sedmi experimentalnimi podminkami. V kazdé ze sedmi fazi je méfena srdec¢ni
frekvence probanda a pred zacatkem testovani je administrovan inventar meérici neuroti-
cismus. Vyzkumu se zicastni 62 dobrovolnikt. Tabulka 11 zobrazuje ukazku namérenych

hodnot ve formatu wide.

Tabulka 11: Data ve formatu wide

| Srdec¢ni frekvence [bpm]

Proband Netrot Relax. Stroopuv Relax. Aritmet. Relax. Test verb. Relax.
’ 1 test 2 uloha 3 fluence 4
1 10 61 106 75 98 75 92 69
2 2 72 84 79 85 71 75 73
3 12 116 160 149 161 138 148 131
4 14 70 90 67 94 68 97 67
5 16 91 107 83 115 78 118 7
6 17 66 90 65 82 61 88 60
7 21 82 112 104 118 97 120 92
8 4 60 78 65 86 64 79 61
9 23 66 81 58 7 61 78 62

Hledame-li odpovéd na otéazku, jakym zptsobem ovliviiuje neuroticismus srdecni frek-
venci za rozmanitych okolnosti, narazime na obtiZze pii tvorbé statistického modelu. De

facto zde mame 7 zavisle proménnych a jediny faktor. Zrejmé bychom si museli pomoct
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néjakym priamérovanim — tieba tak, ze pro kazdého probanda vypocitame primérnou
srdecni frekvenci pri frustrujicich tlohach a primeérnou srdeéni frekvenci pti relaxaci. Obé
proménné vzajemné odecteme a budeme hledat korelacni koeficient mezi timto rozdilem
a neuroticismem. Tento postup vsak zdaleka nevyuziva vsechny informace, které mame,
a dosahuje proto jen omezené sily testu.

Vhodnéjsi cestou by mohlo byt prevedeni datové tabulky do formatu long. V tomto
forméatu budou jednotlivé Tadky reprezentovat jednotliva méreni tepové frekvence. Tedy
kazdy proband bude v tabulce zastoupen hned sedmi radky odpovidajicimi sedmi expe-
rimentalnim podminkdm. Data ve formatu long znazornuje tabulka 12. Jak je patrné,
takovato tabulka bude mit 7 - 62 = 434 radki.

Tabulka 12: Data ve formatu long

Proband Neuroticismus Faze Srdecni frekvence
1 10 Relaxace 1 61
1 10 Stroopiv test 106
1 10 Relaxace 2 75
1 10 Aritmet. uloha 98
1 10 Relaxace 3 75
1 10 Test verb. fluence 92
1 10 Relaxace 4 69
2 2 Relaxace 1 72
2 2 Stroopuv test 84
2 2 Relaxace 2 79
2 2 Aritmet. uloha 85
2 2 Relaxace 3 71
2 2 Test verb. fluence 75
2 2 Relaxace 4 73
3 12 Relaxace 1 116
3

12 Stroopuv test 160

Podoba linearniho modelu, ktery by dokézal situaci popsat, je ted jiz zjevnéjsi. Zavisle
proménnou bude sloupec srdecni frekvence a jako regresory pouzijme neuroticismus, fazi
a jejich vzajemnou interakci.

Pokud mate pocit, Ze jsme se museli dopustit néjakého pochybeni, jelikoz jsme jen
preformatovanim nasich dat zvétsili rozsah souboru z 62 na 434 radki, tak se nemylite.
Podminkou kazdého statistického testu je nezavislost jednotlivych pozorovani. Tedy hod-
noty na prvnim radku nesmi byt nijak svazany s hodnotami na druhém, tfetim a na
dalsich tadcich. V tomto pripadé tuto podminku nicméné hrubé porusujeme — kazdych

sedm radku predstavuje skupinu a da se cekat, ze pokud jste méli Sestkrat vysokou srdec¢ni
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frekvenci, budete ji mit vysokou i po sedmé, takze o néjaké nezavislosti nemiize byt fec.

Abychom zavislost odstranili, musime pridat do modelu kategorialni proménnou pro-
band (celkem 62 trovni). Tvrdime tim, ze fadky v rdmci jednotlivych sedmic maji spolecné
to, ze néktera sedmice je o néco posunuta k vyssim ¢islim a jind k nizsim, coz pomoci
nového regresoru kompenzujeme.

VyteSenim problému nezavislosti bohuzel vznika jiny problém: proménné neuroticis-
mus a proménnd proband jsou dokonale linedrné zavislé (tzn. je zde pritomna uplnd
multikolinearita). Za téchto okolnosti neposkytuje metoda nejmensich ¢tverct zadné fe-
Seni. Nastésti i na tento problém zname lék, a tim jsou takzvané modely se smisenymi
efekty.

Modely se smiSenymi efekty (mized-effect models) nejsou linedrni modely v pravém
slova smyslu. Jsou vypocetné narocné a opiraji se o teorii citelné¢ komplikovanéjsi nez
klasické linearni modely. Pro pouziti ve vyzkumu staci znat teoreticka vychodiska jen
povrchové — nalezené regresni vahy budeme interpretovat stejné, jak jsme byli doposud
zvykli, prestoze jsme k nim dosli jinou cestou.

Model se smisenymi efekty obsahuje dva druhy regresori: pevné (fized) a ndhodné
(random). Prvni zminované odpovidaji tomu, co jsme se ucili o regresorech diive. N4~
hodné faktory se vSak v mnoha vécech odlisuji. Nahodny faktor je vzdy nominalni. Po-
kud o néjakém faktoru rekneme, ze je nahodny, predpokladame, Ze existuje
rozsahla populace trovni tohoto faktoru a ze velikosti regresnich vah téchto
arovni maji v dané populaci normalni rozdéleni. My vsak mame k dispozici jen
nekolik ndhodé vylosovanych tirovni. V nasem pripadé bychom za ndhodny regresor mohli
povazovat proménnou proband. Existuje velka populace lidi, my jsme ale ,,vylosovali* jen
n z nich. Navic mizeme ocekavat, ze rozmanitost srdec¢ni frekvence je mezi riznymi lidmi
normalné rozdélend.

Zasadni vyhodou nahodnych faktora je to, Ze se na né nevztahuje podminka
nepritomnosti kolinearity. Vahy nahodnych faktori mizeme odhadovat i v pripadé,
kdy jsou plné linearné zavislé na libovolné skupiné pevnych nebo ndhodnych faktort.

P1i vypoctu modelu se smisenymi efekty pracujeme se dvéma druhy chybovych roz-
ptyli: odhadujeme nam jiz zndmy rezidualni rozptyl, ale také odhadujeme rozptyl vah
urovni nahodného efektu. Tedy v nasem pripadé se nesnazime jen minimalizovat neptes-
nost predikce (02), ale taky, aby odhad rozptylu srdec¢nich frekvenci (agmband) jednotlivych
probandti byl co nejmensi.

Pti interpretaci vysledki obvykle nehledime na vahy drovni ndhodného efektu, ale
zabyvame se jen vahami pevnych efekti. Vyplati se nicméné vénovat pozornost odhadu
parametru Oproband, jelikoz ten ndm pomiize si udélat predstavu o tom, jak si stoji pevné
efekty ve srovnani s ndhodnymi efekty. V nasem pripadé jsme interindividudlni rozma-

nitost tepové frekvence odhadli na priblizné 7.5 tept za minutu. Z vysledka vyplyva, ze
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rozdily v tepové frekvenci mezi jedinci skorujicimi na opacnych koncich spektra neuro-
ticismu se pohybuji mezi 10 a 20 body. Muzeme tedy konstatovat, ze pozorované efekty

dosahuji vedle statistické vyznamnosti i vyznamnosti praktické.

Obrazek 24: Srdecni frekvence pti jednotlivych podminkach u probandt s nizkou a s vy-
sokou mirou neuroticismu
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Modely se smisenymi efekty maji Sirsi uplatnéni, nez naznacuje nas priklad. Kromé
designti s opakovanymi mérenimi nachazi popsany postup uplatnéni v designech, kdy
pracujeme s hierarchicky usporadanymi vzajemné zahnizdénymsi kategoriemi. Typicky by
slo tfeba o situaci, kdy pozorujeme zaky z nékolika riznych skol a v rdmci kazdé z téchto
skol pracujeme s nékolika tfidami. Regresory skola a ttida jsou v takovém pripadé dokonale
zavislé, a tedy pomoci metody nejmensich ¢tvercii nezkoumatelné. V téchto designech

se Casto setkdme s oznacenim hierarchical models (nezaménovat s hierarchickou regresi)

a nested models.
Ocenovanou vlastnosti modelt se smisenymi efekty je také to, ze se elegantné vyrov-

navaji s chybéjicimi hodnotami. Napriklad kdyby se v nasem prikladu se srde¢ni frekvenci
vyskytovaly poskozené zaznamy, které bylo potreba vyradit, metodu mizeme beze zmény
pouzit. To, zda byl kazdy proband méfen sedmkrat nebo toto ¢islo riizné kolisa, vysledky

nezkresluje.
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Seznam pouzitych symboli
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Nezavisle proména (regresor).

Zavisle proménna.

Predikovand (téz vyrovnand) hodnota zavisle proménné.
Reziduum. Rozdil mezi predikef Y a pozorovanou hodnotou Y.

Nestandardizovany regresni koeficient.

Standardizovany regresni koeficient.

Pocéatek (prumérnd hodnota Y, pokud jsou vSechny regresory rovny 0).
V jednoduché regresi parametr sklonu regresni primky.

Pocet pozorovani (obvykle rozsah souboru).

Pocet podminek v modelu s podminkami.

Pocet vyrazenych regresori, o které se model lisi od svého podmodelu.
Pocet regresort.

Poéet odhadovanych parametrt (obvykle k+1). V pfipadé desetinného ¢isla
p-hodnota.

Rezidudlni soucet ¢tverci.

Koeficient determinace (procento vysvétleného rozptylu zavisle proménné).
Zména R? po pfidani ¢i vyloudeni regresorti z modelu.

Upraveny koeficient determinace.

Odhad rezidudlniho rozptylu. TéZ lze zapsat jako 62.
Skutecna hodnota rezidualniho rozptylu.

Soucet ¢tvercii odchylek Y od priaméru.

Statistika I, nebo jeji odhad, pro test podmodelu.
Waldova statistika pro test vyznamnosti regresoru.
Nulova hypotéza.

Hladina vyznamnosti.

Stupné volnosti.

Cookova vzdalenost.

Projekéni matice.

Leverage. Vliv pozorovani (j-ty diagonalni prvek matice H).

Variance inflation factor. Ukazatel miry multikolinearity. Jeji prevrécena
hodnota se nazyva tolerance.

Vektor zadanych hodnot proménnych X pro vypocet predikce.

Designova matice. Odpovida matici vSech proménnych X doplnéné prvnim
sloupcem se samymi jednickami.

Odhad rozptylu varian¢ni matice regresnich vah.

Obecné konfiden¢ni interval (mize byt pro jeden parametr, pro regresni
primku i kolem regresni piimky).

Predikéni interval.
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Doporucena literatura

Rada témat popisovanych v téchto skriptech ziistala nedovysvétlena nebo byla ¢tenéfi
preddna s notnou davkou zjednoduseni. Pokud touzite tato bila mista zaplnit, existuje
rada titull, které tuto tilohu néjakym zptsobem dokazi splnit. Jmenujme alespon nékolik

cesky psanych tituld.

Fiserova, E. (2015). Linedrni statistické modely (2. vydani). Univerzita Palackého v Olo-
mouci. ISBN 978-80-244-4797-1.

o Text poskytuje matematicky presné definice popisovanych konceptii véetné dikazi.

e Pro porozuméni je nezbytna znalost algebry na drovni nizsich ro¢nikti technickych

a matematickych obort.

Pekar, S., &, Brabec, M. (2020). Moderni analjza biologickych dat 1. Masarykova univer-
zita v Brné. ISBN 978-80-210-9622-6.

o Text pokryva i vybrané nelinedrni regresni modely.

« Ctenaf ma moznost pozorovat specifika préace s daty napii¢ obory (psychologie a bi-
ologie).

» Kniha obsahuje navody pro praci se statistickymi modely v prostiedi jazyka R.

e Od prvniho autora téz k dispozici druhy a treti dil, prinasejici nespocet dalsich

postupti.
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